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RESOLUCAO DA LISTA 04
1. Derivada algoritmica

(a) (Falso) Se f(x) = sin(x)*cos(x) entdo deveriamos ter
f'(x) = cos(x)*cos(x) + sin(x)*[-sin(x)] = f'(x) = cosz(x) - sinz(x).

(b) (Falso) Idem.

(c) (Verdadeiro) Se P(x) = (x + a)*(x + b)*(x + ¢) entdo

P'X)=1*[(x +b)*(x +¢)] + (x + a)*[1*(x + ¢c) + (x + b)*1] =
x+b)*x+o)+xX+a)*(x+c)+(x+a)*(x+Db)

(d) (Falso) Sea<b<ceP(x)=(x+ a)*Xx +b)*(x + ¢) entdo P(x) = 0 tera raizes —a, —b e —
sendo —¢ < —b < —a, entdo o correto seria dizer que P'(x) terd exatamente duas raizes que ficam

nos intervalos [-c , —b ], [-b, —a ]. Os préximos itens justificam este.

(e) (Verdadeiro) Considero este item correto embora o préximo especifique melhor o que de fato
acontece.

(f) (Verdadeiro) Este item vem a justificar alguns anteriores.

Se (aj)i=1...n for uma sucessao estritamente crescente de nimeros reais e se
n
P(x)=(x-a)-...(x—a,) =] (x—a,)
i=1

entdo P'(x) terd uma raiz em cada um dos n—1 intervalos determinados pelas raizes de P.

Vamos analisar um exemplo de P(x) sendo um produto de 7 determinados (x — a;) € ndo de (x+a;):

Replot| Open | Save | ChDir | Print | PriSc |

GHUPLOT

i Yerzion 4.2 patchlevel ved
last nodif jed January 2007 300000
Systen: HS-Windows 32 bit

] Copyright (C] 1986 - 1993, 1098, 2004, 2007
- Thonas Hillians, Colin Kelley and nany others

]

- Tupe ‘help® to access the on-line reference nanual. 200000
. The gruplot FAQ is awailable fron
http:/fuua.gnuplot . infodfag/

Send connents and help requests to  <gnuplot-betalllists.sourceforge.nat>

100000

Send bug veports and suggestions to <gnuplot-betalllists.sourceforge.nat>

Terninal type set to ‘“uirdous’
gruploty al=-7 0
_gnuploty ag=-3
-fanuplot> a3=-1
gruploty ad=2
-faruplot> ab=f
—gnuploty ab=d
-faruploty a?=10 -100000
gruploty Plxl = [x - all#(x - a2)%( - a31%[x - adl*n - abl®(x - abl*(x - all

“lgruploty dPix) = [x - al)*lx - a3)#(x - adl*(x - abl*(x - ab)*(x - a?l+(x - all®
0 = a3l - adl¥ix - ablen - afilHn - afl+lx - all*x - all¥lx - adl*ix - &bl
e - afl#(w - a?)lHw -l - a2)kw - a3)elr - aR)Mw - af)#(n - al)+n - al
T - 421w - a3lkln - ad)H(e - af)H(w - all+lm - all#(e - a2)¥(w - a3)¥( - &
I - aB)H - AP+ - all#l - all#x - a3)#(n - ad)(x - aB)H(x - af) -200000
Tlonuploty plot Plx), dPlx) , O 5
Syanuplot? 1.16789, 66467.0




2

Entre cada intervalo determinado por raizes consecutivas do polindmio ha necessariamente um
extremo relativo, como vemos na figura. Portanto dP(x) terd todas as suas raizes nos 6 intervalos
determinados pelas raizes de P(x), cada uma num intervalo. Como sabemos do Calculo, cada
extremo relativo determina um zero da fun¢ao derivada do polindmio. O que torna isso verdade
para um polindmio P de qualquer ordem.

Vamos fazer mais uma anélise, como temos a; < a;< ... < ap.1 < a,, P(x) tem grau n, e portanto
possui n raizes. Considere os graficos abaixo apenas para uma compreensao do que acontece.

Como o coeficiente do termo de maior grau de P(x) € positivo, entdo temos:

Se n for impar:

AN

/\/\/

Para x <a; e aj< x < aj4, paraipar, 1 <i<n,teremos P(x) <0e
Para a;< X < aj; € X > a,, para i impar, 1 <i < n teremos P(x) > 0

Se n for par:

AANAWA

Para x <aj, aj< x < ajy; € X >a, paraipar, 1 <i<n,teremos P(x)>0e
Para a; < x < aj;1, para i impar, 1 <i <n teremos P(x) <0

Vamos analisar outra visdo que difere a deste problema. Se o coeficiente do termo de maior grau
de P(x) fosse negativo, entdo teriamos:

Se n for impar:

A AN .
VARV AAVAAV/

Para x <a; e aj< x < aj41, paraipar, 1 <i<n, teremos P(x) >0e
Para a;< X < aj; € X > a,, para i impar, 1 <i <n teremos P(x) <0



Se n for par:

A A2 AA
/ \

Para x <aj, aj< x < ajy; € X >a, paraipar, 1 <i<n, teremos P(x) <0e
Para a; < x < aj41, para i impar, 1 <i < n teremos P(x) >0

2. Interpolacao polinomial
(a) (Verdadeiro)

Dadosa<b<cese
PX)=(x-a)*xX-b)*(x—1c¢)
entdo P'(a) # 0 para todo € {a,b,c}.

Se P(x) = (x —a)*(x — b)*(x — ¢) entdo
PX)=1*[(x =b)*(x —¢)] + X —a)*[1*(x —¢c) + (x = b)*1] =
x=-b)*x—-c)+x—-a)*x—c)+x—a)*(x—-Db)

P'a)=(a-b)*(a—-c)+(a—a)*(a—c)+(a—a)*(a—b)=(a—b)*(a—c)£0
P'b)=(b-b)*(b-c)+(b-a)*(b-c)+(b-a)*(b-b)=(b-a)*(b-c)#0
P'c)=(c=-b)*(c-c)+(c—a)*(c—c)+(c—a)*(c—b)=(c—a)*(c-b)£0

(b) (Verdadeiro)

Dadosa<b<cese
P(x)=(x-a)x-b)(x —¢)
P(x)

entdo P'(x) = ) P,(x)
a

ae{a,b,c}

Notagao: P,(x) =

Queremos mostrar que P'(x)=(x-b)x-¢c)+ x—a)(x—c)+(x—a)(x—-b) = ZPa(x)
}

ae{ab,c
Pu(x) =) Py(x) =L Pu(x) =)
xX—a x—b xX—c
p,(x) = T DOEDEZD _ (o pyix-c)
Pyx) = F DDA _ (e g
x—b
Pux) = FZDX=D=O) _ (i)

PPx)= ZPa(x) =P,xX)+PpxX)+P.X)=(x-b)x-c)+ (x—a)x—-c)+ (x—a)x—b)
ae{a,b,c}

Como queriamos mostrar.

(¢) (Verdadeiro)

Dadosa<b<ceseP(x)=(Xx-a)(x—-b)(x —c). O graude Q(x) = ZPa(x) é 2.

ae{a,b,c}




P(x)

X—a

Notagao: P,(x) =

Temos que mostrar que o grau de Q(x) = Z P,(x) €2, vejamos:

ae{ab,c}

Qx) = ZPa(x) =PPX)=x-bx-co)+x-—ax-c)+(x—a)(x—-b)=

ae{ab,c}

=3x> —2x(a+b+c)+(ac+ab+bc), um polindmio do segundo grau, como queriamos mostrar.

(d) (Falso)

Dados a<b < c e se P(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢). Defina Q(x) = z —Pljf’((;;
aes{a,b,c}

polindmio de grau 2 que vale 1 em cada uma das raizes de P.

. Entdo Q é um

Notagao: P,(x) = P)
x—a
Vamos definir Q(x):
Temos que:
p,(x) = ST DCEDEZD _ (o pyix-c)
Py =SSO gy
Pu(x) = X DZOZO (b
E temos que:

PX)=x-b)E-c)+x—-a)x—-¢c)+(x—a)(x—Db)
P@)=(a—-b)a—c)+(a—a)a—c)+(a—a)la—-b)=(a—-b)(a—c)
PPb)=(b-b)b-c)+(b—-a)b-c)+(b—-a)b—-b)=(b—-a)(b-c)
P(c)=(c-b)c—c)+(c—a)c—c)+(c—a)(c—-b)=(c—a)c—Db)

Qo= Y B RO | BW  PW_ Gobia=o) , Gmai=o)  (a)x=b)
wetancy P'(@)  P'(a) P(®D) Pl) (a-b)a-c) ((b-a)b—c) (c—a)c—Db)
_ (x=b)(x=c)(c—Db) 4 (x—a)(x—c)(c—a) +(x—a)(x—b)(b—a)=
[(D@-)][(-D(c—a)lc=b) (b-a)l(-D)(c=b)l(c—a) (c—a)c-b)b-a)
_ (x—b)(x—C)(c—b)_(x—a)(x—C)(c—a)+(x—a)(x—b)(b—a) _
(b—a)(c—a)(c—=b) (b—a)(c—b)(c—a) (c—a)c—b)b—a)
_ (x=b)x—c)c—b)—(x—a)x—c)c—a)+(x—a)x—b)(b—a) _
- (c—a)(c—b)(b—a) -
_ [x = (b +c)x+bcl(c—b)—[x* —(a+c)x+acl(c—a)+[x* —(a+b)x+abl(b—a) _
B (c—a)c—b)(b—a) B
— X[c=b)—(c—a)+b—-a)]-AB+c)c—b)—(a+c)c—a)+(a+b)b—a)+[bc(c—b)—ac(c—a)+ab(b—a)] —
(c—a)(c—b)(b—a)
_ X(c=b—c+a+b—a)—x(* b —*+a* +b* =)+ (b —b'c—acl +da’c+ab —a’b) _
B (c-a)c—b)b-a) B




_ (b’ =b’c—ac’ +a’c+ab®-a’b) _ (bc’ —b’c—ac’ +a’c+ab’ —a’b) _
(c—a)(c=b)b—-a) (¢* —bc —ac +ab)(b—a)
(bc> —b*c—ac® +a’c+ab® —a’b) _ (bc* —b*c—ac® +a’c+ab* —a’b)

- (bc* —b*c —abc + ab* —ac® + abc +a’c —a’b) B (bc* —b*c+ab* —ac® +a’c—a’b)

=1

2 2 2 2
Entao definimos Q(x) como: Q(x) = fl + l') + 'C = z '0{ =1
P'(a) P'(b) P'(c) siane P (@)

Portanto nao é um polindmio do segundo grau, é um polindmio de grau zero. E ndo vale 1 em
cada uma das raizes de P, o seu somatério € que d4 1.

(e) (Verdadeiro)

‘ Dados dois pontos existe uma tnica fun¢io do primeiro grau que passa por estes pontos.

Se temos dois pontos (x,,y,) € (x,,y,) distintos, com suas coordenadas reais, entdo a partir da
estrutura da funcdo de grau 1: y=qa,x+q, e destes dois pontos poderemos obter os coeficientes
a,,a,com a solugdo do sistema linear abaixo, veja:
{)’0 =a,x, +a
Y =ax ta,
Portanto teremos uma tnica fungdo do primeiro grau com coeficientes a,,a, determinados na

solucdo do sistema linear acima, que passa por estes pontos (x,,y,) € (x,,y,).

(f) (Verdadeiro)

‘ Dados trés pontos existe uma tnica funcao do segundo grau que passa por estes pontos.

Se temos trés pontos (x,,y,),(x,,y,) € (x,,y,) distintos, com suas coordenadas reais, entdo a
partir da estrutura da fungdo de grau 2: y = a,x’ +a,x+a, e destes trés pontos poderemos obter

os coeficientes a,,a,,a,com a solu¢do do sistema linear abaixo, veja:
Yo = azxo2 +ax, t+a,
= alez +ax +a,
Yo = a2x22 +ax, +a,
Portanto teremos uma tnica fun¢do do segundo grau com coeficientes a,,q,,a, determinados na

solucdo do sistema linear acima, que passa por estes pontos (x,,y,),(x;,y,) € (x,,¥,).

(g) (Verdadeiro)

‘ Dados n pontos existe uma tnica fungao do grau n — 1 que passa por estes pontos.

Se temos n pontos (x,,Y,),(x;,y,) ... (x,,y,,) distintos, com suas coordenadas reais, entdo a
partir da estrutura da fun¢do de grau n — 1: y=a,_x"" +..+ax+a, ¢ destes n pontos
poderemos obter os coeficientes a,,...,a,,a,com a solu¢do do sistema linear abaixo, veja:
yo=a,x"" +..+ax,+a,

n—1
Y =4a,.,x% +...+a1x1 +a0




Portanto teremos uma tnica func¢io do grau n — 1 com coeficientes a,,...,q,,a, determinados na

solucdo do sistema linear acima, que passa por estes pontos (x,, ¥,),(x;,¥,) ... (x,_,¥,.)-

(h)

Se um polindmio P, do grau menor ou igual n — 1, assumir n vezes o mesmo valor entdo P é
constante e de grau zero.

Podemos observar o seguinte:

e Num polindémio de grau 2, temos o grafico de uma pardbola, onde no maximo podemos
encontrar dois valores x,,x,, tais que P(x,)= P(x,);

¢ Num polindmio de grau 3, temos o grafico onde no mdximo podemos encontrar trés
valores x,,x,,x,, tais que P(x,)=P(x,)=P(x,);

¢ Num polindmio de grau n, temos o grafico onde no médximo podemos encontrar n valores
XgsXpseen X,y tais que P(x)) = P(x)) =...= P(x, )

Se temos um polindmio de grau menor ou igual n — 1, como por exemplo:
P(x)=a, x"" +..+ax+a,

E sabemos que P(x,) = ... = P(xp) = P(X)) = k para x, # ... # X, # X;, € constante entdo
necessariamente P(x) = k = ap, um polindmio constante. Vejamos:

n—1 1 0
k=a,x, +..+tax, +a,x,

n—1 1 0
k=a,x  +..+ax +ayx

n—1 1 0 n—1 1 1 n-1 1 1
k=(a,,x, +..tax, ta,x, )=(a,x +..+tax +ayx )=..=(a,x, +..tax, +a,x,)

1

-1 0 -1 1 0 -1 1 0
<(aH,..., Ay, ay)s (X", Xy seees X, )> = <(aH,..., a;,ay), (x,", X, s X, )> =.= <(an71,..., a;,ay), (x," X, s X, )>

(A%,)=(A%)=.=(A%,)

Daf tiramos a conclus@o que: X, =X, =...= X, e portanto:
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Em outras palavras as expressoes acima querem dizer: x, = x, = x,0 que nao € verdade pois

vimos acima que X, # ... # X2 # X;. Logo para que <Zl X >:<Zl )? >: < *n> sejam verdade é
necessdrio que A = (0....,0,q,) restando apenas k = <A X > <A X,)= <;\ X >

Portanto P(x) = a,, um polindmio constante e de grau zero.

(1) (Verdadeira)

Dados a<b<ceseP(x)=(x—-a)Xx—b)x —c). Defina Q(x) = Z M Entdo Q é

aec{ab,c} P'(a)
constante igual a 1.

Notagdo: Py(x) = P

X—a

Pelo que vimos na resolucdo acima do item (d) o polindmio Q(x) € constante e igual a 1. Reveja:
Vamos definir Q(x):

Temos que:
P, =TI _ (o pyaey
Pu(x) = (x—a)(x—=b)(x—c) = (x—a)x—0)
x—b
Pu(x) = (x—a)(x—=b)(x—c) = (x—a)(x—b)
E temos que: )

PX)=x-b)x-co)+x—-a)x—-c)+(x—-a)(x—b)
P@)=(a-b)a—-c)+(a—a)a—-c)+(a—a)a—-b)=(a-b)a—-c)
PPb)=b-b)b—-c)+(b—a)b-c)+(b—-a)b—-b)=(b—a)(b-c)
P(c)=(c-b)c—¢c)+(c—a)c—-c)+(c—a)ic—-Db)=(c—a)c—Db)

Qo= Y BB BW PG _ Gobia=o) , Gmai=o)  (=a)x=b)
wiavey (@) P'(a) P(b) P) (a-b)a—c) (b—a)b-c) (c—a)c—b)
_ (x=b)(x—c)(c—b) N (x—a)(x—c)(c—a) +(x—a)(x—b)(b—a):
[(DG-a)l(=D(c-a)l(c=b) (b-a)l(=D(c-b)l(c-a) (c—a)c—-Db)b—-a)

_ (x—b)(x—c)(c—b)_(x—a)(x—c)(c—a)+(x—a)(x—b)(b—a) _
(b—a)c—a)c—-b) ((b-a)c—-b)(c—a) (c—a)c—b)b—a)
_(x-D)(x—c)c—b)-(x—a)(x—c)c—a)+(x—a)x—b)b—a) _

- (c—a)(c—b)(b—a) -

B [x*=(b+c)x+bcl(c—b)—[x* —(a+c)x+acl(c—a)+[x* —(a+b)x+abl(b—a) B
B (c—a)c—b)(b—a) B
— X’[(c=b)—(c—a)+b—-a)]-Adb+c)c—b)—(a+c)c—a)+(a+b)(b—a)]+[bc(c—b)—ac(c—a) +ab(b—a)] —
(c—a)c—-b)(b—a)

_ X(c—b—c+a+b—a)—x( -V —*+d* +b* - )+ (b —b'c—ad +d’c+ab —a’b) _

- (c—a)c—b)b—a) -




_ (b’ =b’c—ac’ +a’c+ab®—a’b) _ (bc’ —b’c—ac’ +a’c+ab’ —a’b) _
(c—a)(c=b)b—-a) (¢* —bc —ac +ab)(b—a)
(bc> —b*c—ac® +a’c+ab® —a’b) _ (bc* —b*c—ac® +a’c+ab* —a’b) _

- (bc* —b*c —abc + ab* —ac® + abc +a’c —a’b) B (bc* —b*c+ab* —ac® +a’c—a’b) B

2 2 2 2
Entao definimos Q(x) como: Q(x) = fl + l') + 'C = z '0{ =1
P'(a) P'(b) P'(c) siana P (@)

(j) (Verdadeiro)

Polindmio de Lagrange
Dadosa<b<cese
Px)=x—-ax-b)(x—-1¢)
Considere uma funcéo h:a € {a,b,c}— h(a)e R
Quer dizer que os nimeros h(a), h(b), h(c) sao dados.
Defina

h(a@)F,(x)
X) = —a
Q) a{zb} P'(a)
entdo Q(a ) =h(«a ). Logo Q é um polindmio de grau 2 passa nos pontos

(a, h(a)), (b, h(b)), (¢, h(c))

Em outras palavras, Q é um polindmio de grau 2 interpolando os pontos

(a, h(a)), (b, h(b)), (¢, h(c))

Notagdo: Py(x) = P(_x)
Vamos definir Q(X):
Temos que:
P,(x) = T DI _ (o pyix-c)
x—a
Py = DI ()
x—b
P =TI _ (o)
E temos que:

PX)=x-b)ExE-c)+x—-a)x—-¢c)+(x—a)(x—Db)
P’@)=(a—-b)a—c)+(a—a)a—-c)+(a—a)la—-b)=(a—-b)(a—c)
PPb)=(b-b)b-c)+(b—-a)b-c)+(b—-a)b—-b)=(b—-a)(b-c)
P(c)=(c-b)(c—c)+(c—a)c—c)+(c—a)(c—-b)=(c—a)c—Db)

Q(x) = z h(a?Pa(x) _ h(a)'Pa(x) N h(b)'Pb(x) N h(c)'PL,(x):
actane)  P(X) P'(a) P'(D) P'(c)
@ BRG0G0 (- a)ab)
(a—b)a-c) (b—a)b—c) (c—a)(c—D)
h(a)(x—b)(x—c)(c—b) N hb)(x—a)(x—c)(c—a) N hc)(x—a)(x—=b)(b—a) _
[(D@-a)][(-D(c-a)l(c=b) b-a)l(-D(c—-b)l(c-a)  (c—a)c-b)b-a)




_ Ma)x=b)(x=c)c=b) _hb)x—a)x=c)c—a) hc)x—a)x=b)b-a) _
(b—a)(c—a)(c—Db) (b—a)(c—b)(c—a) (c—a)(c—=b)b—a)

_ h(a)(x=b)(x—c)(c—b)—h(b)(x—a)(x—c)c—a)+h(c)(x—a)x—Db)b—a) _

- (c—a)(c—b)(b-a) -

3 [x* = (b+c)x+bcl[h(a)(c—b)]—[x* —(a+)x+ac][h(b)(c—a)]+[x* —(a+b)x+ab][h(c)(b—a)] _
- (c—a)(c—b)(b—a) -
_ x*[h(a)(c =b)—=h(b)c—a)+ h(c)b-a)l

- (c —a)c—b)b—-a)
3 x[(b+c)h(a)c—b)—(a+c)h(b)(c—a)+ (a+b)h(c)b—a)] +
(c—a)c—b)b—a)
+ [bc.h(a)(c—b)—ac.h(b)(c—a)+ ab.h(c)(b—a)]
(c—a)(c—=b)b—-a)

{ ha) k) k(o) }
(c—a)b-a) (c—b)b-a) (c—a)c—b)
_){h(a)(cz—bz)—h(b)(cz—cﬂ)m(c)(bz—az)}+
(c—a)(c—b)b—a)
+[bc.h(a)(c—b)—ac.h(b)(c—a)+ab.h(c)(b—a)}
(c—a)c—b)b—-a)

Como vemos ndo temos perspectivas de simplificacdo nos coeficientes de Q(x) que muito
provavelmente serdo diferentes de zero e, portanto Q(x) € um polindmio de grau 2.

E como
h(a)P,(x) (x—=b)(x—c) (x—a)(x—c) (x—a)(x—Db)
X) = —*— = h(a)—————+h(b)—————+ h(c) ————
Q) ae{;;,c} P(a) @ (a—b)a—c) ® (b-a)b-c) © (c—a)(c—b)
Podemos ver que Q(a) = h(a), Q(b) = h(b) e Q(c) = h(c) e, portanto passa nos pontos:
(a, h(a)), (b, h(b)), (c, h(c))
Logo Q(x) € um polindmio do segundo grau interpolando os pontos acima.
Veja um exemplo abaixo:

- [5]

en | Save ‘ ChDir ‘ Print ‘ PrtSc | Prev | Next ‘

#(x-c))/ [La-b)#la-c) 1 )4hhI#( ([ (x-a)#a-c) )f Th-al#ib-c
-al¥lc-bl))

- sHReE30mE - 3 2 - 9 i 2



10

3. Polindbmio passando por n pontos
(a) (Verdadeiro)

Se (), for uma sucesséo estritamente crescente de nimeros reais € se

P(x)=(x—a)..-(x—a,) =] [(x~a)
i=1
Entdo P'(a;) # 0 para todo i =0,..., n.

Se Px) =(x —aj)...x —a,) = (x —ay).[(X —ay)...(Xx — a,)] entdo
Px)=1.[(x—ap)..(x —ay)]+(x —a;).D;
Di=1[x—a).x—ay|]+(x—ay).D;

Dy =1[(x —ay)...(x —ay)] + (x —a3) . D3

Dho=1[(X —ap1).(X —ay)] + (X — ap2) . Doy
Dy = 1(X - an) + (X - a—n-l) . Dy
D,=1
Em outras palavras,
P'(x) =(x — ap)...(x —ap.1).(X —ay) + (X —a7).(X — a3)...(Xx —ap.1).(X —ay) + ...
+ ...+
ot X —apD.(x—ap)... X —apo).(x—ay) + (x—ap).(x —az)...(Xx —ay.1)

Portanto, quando tivermos

P'(a;) = (a;— @)...(a1— ay.1).(a; —a,) # 0
1‘)'(&2) =(ax—ap).(a2 — a3)...(ax — a,) #0

P/(an1) = (1 = 1) (801 — 8n2)-(an1 — 80) £ 0
P'(ay) = (an — a1).(an — a2)...(an — @-1) #0

Teremos P'(a;) # 0 para todo1=0,..., n.

(b) (Verdadeiro)

Considere a<b <ce P(x) = (x —a)(x — b)(x — ¢) entdo P'(x¢) # 0 para todo xe {a,b,c}.

Se P(x) = (x —a)(x — b)(x — ¢) entdo
P'x)=1*[(x =b)*(x —¢)] + (x —a)*[1*(x —¢) + (x = b)*1] =
x=-b)*x—-c)+x—-a)*(x—c)+x—a)*(x—-Db)

P'a)=(a-b)*(a—c)+(a—a)*(a—c)+(a—a)*(a—b)=(a—b)*(a—c)£0
Pb)=b-b)*(b-c)+(b-a)*(b-c)+(b—-a)*(b—-b)=(b—-a)*(b—-c)#0
P'c)=(c=-b)*(c—-c)+(c—a)*(c—c)+(c—a)*(c—b)=(c—a)*(c-b)£0

(c) (Falso) Justificado no préximo item.

(d) (Verdadeiro)

Seja (a,)., , uma sucessdo estritamente crescente de nimeros reais e

P(x)=(x—al)-...-(x—an):Il[(x—ai)
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PO ntdo P(x) = Z P(x)
a.

i i=1

Notagao: Pi(x) =

X —

Temos P(x)=(x—a,)-...-(x—a,) :ﬁ(x—ai) e do item (a) que

PX)=x-a)..x —ay1).(x—a,) + (X —ay).(x—az)...(x —a,1).(xX—ay) + ...
+ ..+
et X —a).xX—a)... X—ap0).Xx—a,) + (x—a)).(x —a)...(x —ay.1)

Queremos mostrar que P’(X)=ZB(x) _(x-a)-.(x—a,) N (x—a)(x—a,)-....(x—a,)
i=1 X—a, X—a,

N (x—a) ....(x—a, )x—a,) N (x-a)...-(x—a,)
x—a,, x—a,
+(X—ap).(x—az)..xX—a)+..+(x—a).X—ay)..X—ap).x—a,) +xX—ap).x—ay)...x —ayq)

+ ...

=X =—-ap)...(Xx —an.1).(X—ay) +

E portanto chegamos a forma derivada de P(x) que j4 tinhamos do item (a) podendo dizer que
P'(x) =) F(x).

i=1
(e) (Verdadeira)

Seja (a,)., , uma sucessdo estritamente crescente de nimeros reais e

P(x)=(x—al)-...-(x—an):Il[(x—ai)
P(x)

x—a,

Com a Notagdo: Pi(x) =

O grau de Q(x) =Y P(x) én—1.
i=1

De forma l6gica podemos deduzir que o grau de Q(x) é n — 1.
Vejamos, P(x) é um polindmio de grau n. Se Q(x) € um polindmio formado pela soma de
polindmios Pi(x) que sdo de grau n — 1 entdo podemos crer que Q(x) € de graun — 1.

(f) (Falso)

Seja (a,),, , uma sucessdo estritamente crescente de nimeros reais e

=l,...n

P(x)=(x—al)-...-(x—an):H(x—ai)
P(x)

Com a Notacao: Pi(x) =
- P (x)

Defina Q(x) =Y |

Pa) entdo Q é um polindmio de grau n - 1 que vale 1 em cada uma das
i=1 a;

raizes de P.

Uma forma de concluir que Q(x) € um polindmio de grau menos ou igual a n — 1, é observar que
Q(a,) =1, Q(a,)=1, ..., O(a,)=1, e quando temos n pontos com seu Q(x) presumidamente de
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grau n — 1 € igual a 1, concluimos que Q(x) € constante e igual a 1. Outra forma de concluir isso
¢ dada a seguir, vamos definir Q(x):

Temos que:
Pi(x) = (x—al)(x—agl-.;(z—an_l)(x—an) =(x—a,)..(x—a,_)(x—a)
Pa(x) = (x—a)(x-a,)..(x—a, )x—a,) — (x—a)(x—ay).(x—a)

x—a,

P 2T a) (ma, )(x—a,)

= (_x— al)...(x - an_g)(x - an)

x—a,,
Po(x) =X =) (X2 a, )X Z4) _ (o g ye—a )
x—a,
E temos que:

P'(a)) = (21— a2)...(a1— an1).(a1 — ay) = (-1)"" (22— a))...(an1— a1).(an — 1)
l_”(az) = (a— ap).(a — @3)...(a2 — a,) = (-1)" (a2 — a1).(a3 — a)...(a — A7)

l.)’(an—l) = (an1 = a1)..(@n1 = 212).(an1 = an) = (-1)".(@n1 = a1)...(@n1 — 302).(an — An1)
P'(an) = (-1)".(an — a1).(a5 — 22)...(an — 251

& RW R . PX P.x) P
=2 ey ™ Pay T Py T Pa P

— (1 (x—a,)..(x—a, )x—a,) L1 (x—a)(x—a,)..(x—a,)
(a,—a)..(a,, —a)a,—a,) (a,—a)a,—a,)..(a,—a,)
(x=-a,)..(x—a,,)(x—a,) 4 (x—-a))..(x—a,,)(x—a,)
(an—l _al)"'(an—l _an—Z)(an - an—l) (an _al)"'(an _an—2 )(an _an—l)

+...+(=D

Este somatdrio da esperadamente 1, cheguei a essa conclusdo depois de fazer os célculos acima
propostos para n = 2 , 3 e 4, ndo irei desenvolver a expressdo acima em virtude dos cdlculos
serem extremamente grandes. Sento que poderia chegar a essa conclusdo de outras formas.

Com a ajuda do gnuplot pude perceber que isso sempre acontece, veja 0s programas:

Polindmio Q(x) = 1, a partir de P(x) de grau 2

al=-6

a2=2

P(x)=(x-al)*(x-a2)

P1(x)= (x-a2)

P2(x)= (x-al)
derivadaP(x)=P1(x)+P2(x)
ql(x)=P1(x)/ derivadaP(al)
q2(x)=P2(x)/ derivadaP(a2)
Q(x)=(q1(x)+q2(x))



plot P(x), derivadaP(x), Q(x), 0

Polindmio Q(x) = 1, a partir de P(x) de grau 3

al=-6

a2=2

a3=8
P(x)=(x-al)*(x-a2)*(x-a3)
P1(x)= (x-a2)*(x-a3)

P2(x)= (x-al)*(x-a3)

P3(x)= (x-al)*(x-a2)
derivadaP(x)=P1(x)+P2(x)+P3(x)
ql(x)=P1(x)/ derivadaP(al)
q2(x)=P2(x)/ derivadaP(a2)
q3(x)=P3(x)/ derivadaP(a3)
Q(x)=(q1(x)+q2(x)+q3(x))

plot P(x), derivadaP(x), Q(x), 0

Polindmio Q(x) = 1, a partir de P(x) de grau 4

al=-6

a2=2

a3=8

ad=16
P(x)=(x-al)*(x-a2)*(x-a3)*(x-a4)
P1(x)= (x-a2)*(x-a3)*(x-a4)
P2(x)= (x-al)*(x-a3)*(x-a4)
P3(x)= (x-al)*(x-a2)*(x-a4)
P4(x)= (x-al)*(x-a2)*(x-a3)
derivadaP(x)=P1(x)+P2(x)+P3(x)+P4(x)
ql(x)=P1(x)/ derivadaP(al)
q2(x)=P2(x)/ derivadaP(a2)
q3(x)=P3(x)/ derivadaP(a3)
q4(x)=P4(x)/ derivadaP(a4)
Q(x)=(q1(x)+q2(x)+q3(x)+q4(x))
plot P(x), derivadaP(x), Q(x), 0

Pela analogia do desenvolvimento que fiz paran =2, 3 e 4 pude definir Q(x) como:
= P(x)
X)= ) ——=1
Q(x) ; Pa)
Portanto nao é um polindmio do grau n-1, € um polind6mio de grau zero. E ndo vale 1 em cada
uma das raizes de P, o seu somatoério € que da 1.

(g) (Verdadeira)

‘ Se um polindmio Q tiver grau n — 1 assumir n vezes o mesmo valor, entdo Q € constante.
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Pelo que vimos no item (h) da questdo anterior, se tivermos P(x) de grau n — 1, i valores de x, tal

. - ) - ~ P(x

que i >n — 1, entdo teremos P(x) constante. Porém nesta questao temos que Q(x) = Z% =1
i=1 a

que ja sabemos da questao anterior que € constante e igual a 1. Portanto o item ndo € errado, s6
SR

causa uma lembrancga do que acontece com P(x), quando ja sabemos que Q(Xx) = z Py "
i=l a;

b

(h) (Verdadeiro)

Seja (g,),_, , uma sucessdo estritamente crescente de nimeros reais e

=l,...n

P(x)=(x—al)-...-(x—an):Il[(x—ai)

Com a Notagao: Pi(x) :&
xX—a,
! = P(x) ~ . .
Defina Q(x) = Z’— entdo Q é constante igual a 1.
o P'(a;)
Vamos definir Q(x):
Temos que:
Pi(x) = (x=a)(x= azl..;(;c —4)(X=4,) (x—a,)...(x—a, )x—a,)
Pa(x) = (x—a)(x-a,)..(x—a, )x—a,) — (x—a)(x—ay).(x—a)
x—a,
() =N 0O _ () (3-a, )(x-a,)
P.(x) = (x—a)(x—a,).(x—a, )Nx—a,) — (x—a).(x—a,)x—a, )
x—a,
E temos que:

P'(a;) = (a1~ @)...(a1— ap.1)-(a1 — ay) = (-1)".(a2— a1)...(an.1— a1).(an — )
1-)'(32) = (a2 — a1).(a2 — @3)...(a2 — a,) = (-1)" (a2 — a1).(a3 — a)...(a — A2)

l.)’(an—l) = (an1 = a1)..(@n1 = 212).(an1 = an) = (-1)".(@n1 = a1)...(@n1 — 302).(an — An1)
P'(a) = (-1)".(an — a1).(ay — 22)...(an — 251

& PW PO PX P.(x) P
W =2 o™ P F Py T Pay P

o (x—ay)..(x—a,)(x—a,) LI (x—a)(x—a,)..(x—a,) _

(a,—a))...(a,,—a)(a,—a,) (a,—a))(a,—a,)..(a,—a,)
bl GT@ma)E=,) | (x=a).(r=a,,)x=a,)
(an—l - al)"‘(an—l - an—Z)(an - an—l) (an - al)"‘(an - an—Z )(an - an—l)

=(-D
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Este somatdrio da esperadamente 1, cheguei a essa conclusdo depois de fazer os célculos acima
propostos para n = 2 , 3 e 4, ndo irei desenvolver a expressdo acima em virtude dos cdlculos
serem extremamente grandes. Sento que poderia chegar a essa conclusdo de outras formas.

Com a ajuda do gnuplot pude perceber que isso sempre acontece, veja 0s programas:

Polinbmio Q(x) = 1, a partir de P(x) de grau 2

al=-6

a2=2

P(x)=(x-al)*(x-a2)

P1(x)= (x-a2)

P2(x)= (x-al)
derivadaP(x)=P1(x)+P2(x)
ql(x)=P1(x)/ derivadaP(al)
q2(x)=P2(x)/ derivadaP(a2)
Q(x)=(q1(x)+q2(x))

plot P(x), derivadaP(x), Q(x), 0

Polindmio Q(x) = 1, a partir de P(x) de grau 3

al=-6

a2=2

a3=8
P(x)=(x-al)*(x-a2)*(x-a3)
P1(x)= (x-a2)*(x-a3)

P2(x)= (x-al)*(x-a3)

P3(x)= (x-al)*(x-a2)
derivadaP(x)=P1(x)+P2(x)+P3(x)
ql(x)=P1(x)/ derivadaP(al)
q2(x)=P2(x)/ derivadaP(a2)
q3(x)=P3(x)/ derivadaP(a3)
Q(x)=(q1(x)+q2(x)+q3(x))

plot P(x), derivadaP(x), Q(x), 0

Polindbmio Q(x) = 1, a partir de P(x) de grau 4

al=-6

a2=2

a3=8

ad=16
P(x)=(x-al)*(x-a2)*(x-a3)*(x-a4)
P1(x)= (x-a2)*(x-a3)*(x-a4)
P2(x)= (x-al)*(x-a3)*(x-a4)
P3(x)= (x-al)*(x-a2)*(x-a4)
P4(x)= (x-al)*(x-a2)*(x-a3)
derivadaP(x)=P1(x)+P2(x)+P3(x)+P4(x)
ql(x)=P1(x)/ derivadaP(al)
q2(x)=P2(x)/ derivadaP(a2)
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q3(x)=P3(x)/ derivadaP(a3)
q4(x)=P4(x)/ derivadaP(a4)

Q(x)=(q1(x)+q2(x)+q3(x)+q4(x))
plot P(x), derivadaP(x), Q(x), 0

Pela analogia do desenvolvimento que fiz paran =2, 3 e 4 pude definir Q(x) como:

Portanto nao é um polindmio do grau n-1, € um polind6mio de grau zero. E ndo vale 1 em cada
uma das raizes de P, o seu somatoério € que da 1.

(1) (Verdadeiro)

Polinomio de Lagrange

Seja (g,),, , uma sucessdo estritamente crescente de nimeros reais €

P =(x=a) . (x-a) =] [(x-a)

Considere a sucessdo de numeros reais {q,,a,,...,a,} € a fungdo
h:aefa,,a,,...a,} > h(a@)e R
Quer dizer que os numeros h(q, ), h(a, ), ..., h(a, ) sdo dados.

Defina Q(x) = 3 M@ Fe®)

Pa) entdo Q(a,) =h(a,). Logo Q é um polindmio de grau n — 1 passa
i=1 a;

nos pontos
(a,,h(a))), (a,,h(a,)), ..., (a,,h(a,))

Em outras palavras, Q é um polindmio de grau n — 1 interpolando os pontos
(a,,h(a))), (a,,h(a,)), ..., (a,,h(a,))

Com a Notacgdo: Pi(x) = P(x)
xX—a,
Vamos definir Q(x):
Temos que:
Pi(x) = (x—a)x-ay)..(x—a, )x—a,) _ (x—a)(x—a_)x—a)

x—a

P,(x) = (x—a)(x-a,)..(x—a, )Nx—a,)
x—a,

=(x—-a)(x—-ay)..(x—a,)

(x ~ a1)(x - az)(x_ a;;—1 )(x - an)

Pn-l(X) =

=(x-a)..(x—a,,)(x—a,)
x_an—l
P.(x) = (x—a)(x—a,).(x—a, )Nx—a,) — (x—a).(x—a,)x—a, )
x—a,

E temos que:
P'(a)) = (21— a2)...(a1— an1)-(a1 — a) = (1" (22— ap)...(an.1— a1).(an — A1)
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P’(az) = (22— a1).(a2 — 3)...(a2 — ay) = (-1)" (a2 — a)).(a3 — @2)...(a — A1)

P/(an1) = (81 = 1) (@t = 202)-(ant = ) = (1)@t = 1) (801 = n2)-(an — an)
P'(a,) = (-1)°.(ay — a1).(a — a2)...(an — an.1)

Q(x) = Z":h(ai)Pa(x) _ h(a,).P,(x) N h(a,).P,(x) N +h(an_1).Pn_1(x) N h(a,).P,(x)
o P'(a) P'(a,) P'(a,) P'(a,_) P'(a,)

=(-1)

a1 h(a).(x—a,)..(x—a, )(x—a,) 1) ha,).(x—a)(x—a,)...x—a,) -

(a,—a))..(a, ,—a)a,—a,) (a,—a))ay—a,)..(a,—a,)
h(a, ).(x—a)..(x—a, ,)(x—a,) N h(a,).(x—a))..(x—a, ,)(x—a,)

+...+ (-1
(an—l - al )"'(an—l - an—2 )(an - an—l) (an - al )"'(an - an—Z )(an - an—l)

Analogamente ao item (i) da questdo anterior ndo temos perspectivas de simplificacdo nos
coeficientes de Q(x) que muito provavelmente serdo diferentes de zero e, portanto Q(x) € um
polindmio de graun — 1.
E como
h(a,)P,(x B(x P (x X P (x

Q( ) z ( ) ( )_ ( l) ( ) ( 2) ( ) ...+h(an l) nl( ) h(an) Vn( )

= P'(a) P'(a ) P'(a,) P'(a,.) P'(a,)
Podemos ver que Q(a;) = h(a;), Q(az) =h(ay), ..., Q(a,) = h(a,) e, portanto passa nos pontos:

(a,,h(a))), (az,h(az)), - (a,,h(a,))

Logo Q(x) € um polindmio do grau n — 1 interpolando os pontos acima.




