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LISTA DE EXERCICIOS 04 - RESPOSTAS
QUESTAO 01.
a) Se f(x) = sen (x) cos (x) entdo temos que:
f’(x) = cos (x) cos (x) —sen (x) sen (x)
fx) =cos ?(x) —sen”’ (x)

Dessa forma, a sentenga ¢ FALSA.

b) Pelo que foi mostrado anteriormente,
fx) =cos 2 (x) —sen? (x)
€ ndo

f(x) =cos 2 (x) + sen 2 x)
Portanto, a sentenga ¢ FALSA.
¢) Para P(x) =(x + a) (x + b) (x + ¢) temos:
P‘x)=1(x+b)(x+c)+(x+a)[l (x+c)+(x+b)l]
P‘x)=(x+b)(x+c)+(x+a)[(x+c)+(x+b)]

P‘x)=(x+b)(x+c)+(x+a)(x+c)t+(x+a)(x+h)

Dessa forma, a sentenga ¢ VERDADEIRA.



d) Se P(x) = (x +a) (x + b) (x + ¢), sabemos do Calculo (pelo Teorema do Valor Médio) que
entre duas de suas raizes consecutivas existe, pelo menos, um ponto em que P ‘(x) = 0. Ou se¢ja,
ha pelo menos um ponto entre tais raizes tal que P(x) assume um maximo ou minimo relativo.
Pois bem! Vamos entdo buscar as raizes de P(x) e verificar em que intervalo esta(do) esse(s)
ponto(s). Ja que P(x) = (x +a) (x + b) (x + ¢) entdo:

x+a)(x+b)(x+c)=0
xta=10 x+b=10 x+c=10
xX=-a x=-b xX=-c

Dessa forma, as raizes de P(x) sdo - a, - b ¢ - ¢. Assim, o intervalo em que teremos uma raiz de
P‘x)é[-a,-b]e[-b,-c],endo [a,b] e [b, c], como afirma a lista.

FALSA

n
e)SePx)=(x—-ay)...(x—a,)= H(x— a;) para (a;), =1,2,...,n, entdo, vamos analizar
i=1
como fica o sinal de P(x) para alguns valores de x. Tomemos inicialmente x < a;. Dessa forma,
cada parcela do produto serd negativa e P(x) serd composto de n parcelas negativas. Logo, se n
for par P(x) seré positivo; caso contrario, sera negativo.

Para x entre a; ¢ a, teremos uma troca de sinal de P(x). Se estivesse negativo anteriormente
passard a positivo e, se estivesse positivo, ficard negativo. Entre a; e a; nova troca de sinal ¢
verificada. Dessa forma, toda vez que passamos por uma raiz de P(x) verificamos uma troca de
sinal até¢ chegarmos ao caso de x > a, onde o polindmio tera todas as suas parcelas positivas e,
portanto, ficara sempre positivo. Assim sendo, como P(x) ¢ continuo, entre estas trocas de sinal
de P(x) ha um ponto onde P’(x) = 0. Como sdo n raizes teremos n — I intervalos onde estardo
todas as raizes de P’(x).

VERDADEIRA

f) Ja sabemos do item anterior que cada uma das raizes estard nos intervalos. Para o caso de
(a;); =1,2,...,n ser estritamente crescente ¢ formado por niimeros reais, sabemos que entre

duas raizes quaisquer de P(x) havera apenas um ponto de maximo ou de minimo local, por
causa das corcovas da func¢do. Dessa forma, haverd apenas um ponto entre as raizes de P(x)
onde P ‘(x) = 0. Assim, temos que o polindmio dado

P)=(x-ay... (x—a)=[[(x—a)
i=1
tera apenas uma raiz para P ‘(x) em cada um dos #n — I intervalos.

VERDADEIRA



QUESTAO 02
a) Paraa <b <ce P(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢) , temos que
PX)=(x-bx-¢+(x-a)x—c) +(x-a)x—b)
Dessa forma, para a € {a, b, ¢} , jaque @ # b# ¢ temos, para a = a:
Pa)=P (@) =(a—b)(a-c) +(a—a)a-c)(a—a)a—b)
P (@) = (a - b)(a - ¢), que ¢ diferente de zero.
Para a = b temos:
P@)=P‘®b)=0b-bb-c+((b-a)b-c)(b-a)b-Db)
P “(@) = (b — a)(b — ¢), que também ¢ diferente de zero.
Tomando agora & = ¢ temos:
P{@)=P“c)=(c-b)c—c)+(c—a)c—c)(c—a)c—b)

P ‘(&) = (c — a)(c — b), que mais uma vez ¢ diferente de zero.

Assim sendo, podemos concluir que P ‘(a) # 0 para todo a € {a, b, ¢}.
VERDADEIRA

b) Dados a <b <ce P(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢), entdo
P‘x)=(x-b)(x-c)t(x—-a)(x—c)+(x—a)(x—->b)
Portanto, podemos escrever

pg= F-A-Dx—0) | (x-a)x-bx-c)  (x-a)x-bx=c)
(x_a) (x—b) (x—c)

_ P, P, Pk
(x—a) (x—-b) (x—o0)

P (x)

P(x)

X—a

Dai, se fizermos P, (x) = , temos:



P'xX)=P,(x)+ Py(x)+ P.(x) =

P'x)= > P(x

ae{a,b,c}

Diante do exposto, fica provado que a sentenca ¢ VERDADEIRA.

Z £, (x) N
¢) Se O(x) = S P'(a) , entdo, temos que

P P, P

Q(x) — a(x) + b(x) + c(x)
P(a) Pl(a) Pla)
. . P(x ., o
A partir daqui, sabendo que P, (x) = ﬁ tem grau 2, pois ¢ o resultado da divisao
X—«a

de P(x)(que ¢ do 3° grau) por (x — @) que tem grau 1, e que P ‘(@) ¢ um valor numérico

Z P, (x)
e, portanto, tem grau 0, entdo segue que cada parcela do somatorio P
aefa,b,c} (a)

tem grau também 2 (pois ndo ha reduc@o no grau). Assim sendo, Q(x) tem também grau
2.

VERDADEIRA

5 LACI | . ,
d) Se O(x) = p' (0!) , ja sabemos do item anterior que seu grau ¢ 2. Vamos

aefa,b,c}
agora analisar como fica o valor de Q(x) quando @ assume o valor de alguma raiz de
P(x). Para isso, analisemos os seguintes casos:

P(x) _ (x—a)(x=b)(x—c)
(x—a) (x—a)

Py (x) =

P’(a) =(x - b)(x— ¢) + (x — a)(x — ¢) + (x — a)(x — b)
Lembrando que:

o paraa=a,P,(x)=(x-b)(x-c);

o paraa=b, P, (x)=(x—a)x—c)

e paraa=c, P,(x)=(x—a)(x-b).



Entdo, para a € {a,b,c}, onde a,b,c sdo raizes de P(x), podemos escrever

P , B , PE

9= b " P@ P
_P0+PR®+PX
o) e

Seguindo este raciocinio, analisemos os seguintes valores de a.
a=a—

P,(a) =(a-b)(a-c);

Py(a)=(a—a)(a—c)=0;

P.(a) =(a—a)(a—b)=0.

P(e)=(a-b)(a—c)+(a—a)(a—c)+ (a—a)(a—b)=(a—b)(a-c).
Entao,

_ (a=b)a-c)+0+0 (a—b)a—c) 1
(a=b)a-c)  (a—b)a—-c)

o(x)

Para a = b temos:

Py (b) =(b—-b)(b-c)=0;

Py(b) =B -a)b-c);

P.(b) =(b—a)(b—b) =0.
P(@)=b-b)(b—c)+B-a)b—c)+®B-a)b-b)=(b-a)b-c)
Temos entdo:

_0+0-a)b-c)+0 _(b—a)(b—c) 1

20 b-a)b-c)  (b—a)b-c)

Por ultimo, facamos a = c:

P, (c) =(c—-b)(c-)=0;



Py(c)=(c—a)(c—c)=0;

P.(c) = (c—a)(c-b).

P(@) =(c—b)(c—c) + (c—a)(c—c)+(c—a)(c—b) =(c—a)(c—b).
Teriamos entdo:

_ 040+ (c—a)(c-b) _ (c—a)(c—b) 1

0= -t (c-a)e-b)
[
y L)
Dessa maneira, Q(x) = vl P ( CZ) ¢ um polindmio de grau 2 cujo valor ¢ 1 nas
raizes de P.
VERDADEIRA

e) Sejam P(a;, b;) e Q(az by) dois pontos quaisquer. Suponhamos que existam duas
funcdes distintas que passem por esses dois pontos. Sejam estas funcdes a seguir, cujos
coeficientes angulares sdo m e n, respectivamente:

b;=b;+m(az—ay) b;=b;+n(a;—ay)
Entdo podemos escrever:

b;+m(ay—a;) =b; + n(a; —ay)

m(a;—ay) =b; - by + n(a;—ay)

m(a;—ay) = n(a; - ay)

Como P e Q sdo dois pontos distintos, podemos escrever:

_ n(a, —a,)

(a,-a,))

= m=n

Portanto, como as duas fungdes possuem m = n, o coeficiente angular de tais retas sao
iguais, o que nos faz concluir que as duas fungdes, supostas diferentes, na verdade sdo
iguais. Portanto, existe uma Unica fungao do 1° grau que passa por dois pontos distintos.

VERDADEIRA



f) Sabemos que por trés pontos podemos tragar uma curva no formato de parabola. Pois
bem! Sejam Q(xg, yo), R(x1, y1) € S(x3 y2) 0s pontos. Assim, podemos escrever:

P(x,) =y, ay+ax, +a,x, =y,
P(x) =y, — a0+a1x1+a2x12=y1:>
P(XZ)ZJ/ZJ a0+a1x2+a2x22:y2

1 x, x02 ) Yo

1 x x12 a, |= |y

1 x, x22 a, V2

Observando o sistema de equacdes acima, como a primeira matriz tem determinante
diferente de zero, concluimos que o referido sistema tem solucao tinica. Dessa forma, ha
apenas uma parabola que passa por esses trés pontos.

VERDADEIRA

g) Para o caso de n pontos, podemos fazer de maneira semelhante a anterior, com a
diferenca de que, como temos n pontos, nosso trabalho aumenta em demasia. Vamos 14!
Arregacemos as mangas!!! Sejam Qo(xoy0)s Qi(x1y1)s s Ou(Xn-1,yn-1) 0S pontos. Se
P(x) for o polinomio, temos

_ ’ n-1
P(x))=y, a, +a,x, +...+a, ,x,” =y,
P(x)=y a +ax, +.+a x" =

1 1 B
— 0 1% n-1%1 i -
— n-1
P(xnfl) - yn*1 aO + alxnfl +...t anflxnfl = ynfl

n—1

I x, X, a4y Yo
n—1

1 x x, a |_| M

n—1
I x,, .. x, a, Yna

Diante deste sistema de equagles, percebemos a presenca de uma matriz de
Vandermond. Como sabemos que as coordenadas dos pontos sao diferentes, pois se
trata de pontos distintos, podemos concluir que o determinante dessa matriz de
Vandermond sera diferente de zero, o que significa que o sistema tem solucdo Unica.
Desta forma, podemos concluir que existe apenas um polindmio de grau n — I que passa
por todos esses pontos, ou seja, hd apenas um tnico valor para ag, a;, """, a,.



VERDADEIRA

h) Para mostrarmos para o caso de P ter grau menor ou igual a n — I, tomemos P com
grau n — 1. Ja que este polindmio assume n vezes o mesmo valor, podemos escrever:

_1 ]
P(x;)=c a, +a,x, +..+a, x," =c 1 x, .. x| a, c
P(x,)=c¢ ay+a,x, +..+a, x," " =c 1 x ' a c
2 ces _ cor 1
= 0 1742 n—-17"%2 (= 2 2 —
_ n—1 n—1
P(x,)=c a, +ax, +..+a, x," =c 1 x, .. x'a,.]| |c

Do produto matricial, podemos perceber que a primeira matriz ¢ quadrada e de ordem
nxn do tipo Vandermond. Como todos os x; s3o diferentes um do outro, seu
determinante ¢ diferente de zero, o que me garante que o sistema tem solucdo unica.
Vamos agora imaginar como resolveriamos esse sistema através do calculo de
determinante. Deveriamos calcular o determinante do tipo Vandermond, que ja
comentamos ser diferente de zero. Para podermos visualizar melhor, chamemos essa
matriz de Vandermond de matriz 4, e seu determinante de det A. Assim,

det A= (x2—x1)(x3 —X1)"""(Xn— X2)(X3—X2) """ (Xp— Xn.1) = det A#0.

Logo apds, iriamos calcular o determinante de cada matriz dos coeficientes. Para tal fato
teriamos que, ordenadamente, substituir uma a uma cada coluna da matriz de
Vandermond pela matriz coluna dos resultados e tirar o seu determinante. Vejamos
alguns casos:

-1 -1

c X x; 1 ¢ x; Ix ¢
n—1 n—1

c X X C X X C

— 2 2 _ 2 2
Aao - ’ Aal - ’ Aan-l -

-1 -1

c X, x;:l 1 C x:: 1 X, C

Como podemos observar, apenas det Aag # 0. Todos os demais determinantes resultam em
zero, pois possuem duas colunas multiplas entre si (uma coluna igual a 1 e outra igual a
¢). Com isso, todos os demais termos da forma a; = 0, restando apenas ay # 0. Desta
forma, P(x) = ay, sendo portanto constante e de zero grau.

VERDADEIRA

£, (x)
i) Na op¢do d desta mesma questdo, mostramos que Q(x) = Z o~
ae{a,b,c}P (a)

igual a 1 nos nos (raizes) do polindmio P(x). Também na referida op¢do pudemos
observar que o grau de Q(x) € menor que o grau de P(x) (Q(x) tinha grau 2 e P(x) tinha

¢ sempre



grau 3) e, portanto, a quantidade de vezes em que Q(x) = I era maior que o seu grau,
uma vez que o numero de raizes de P(x) era maior que o grau de Q(x). Agora podemos
unir essa observacdo a conclusdo a que chegamos no item anterior, em que mostramos
que se uma fun¢@o assume um mesmo valor uma quantidade de vezes superior ao seu
grau, entdo ela ¢ constante. Pois bem! Como Q(x) tem grau 2 e P(x) tem grau 3
(portanto maior) e Q(x) = I trés vezes, entdo, pelo que foi mostrado anteriormente, Q(x)
¢ constante.

VERDADEIRA

j) De opc¢des anteriores sabemos que se P(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢) ¢ um polindmio de

£, ()
grau 3, temos que Q(x) = Z , tem grau 2. Para o caso em que vamos tratar
aef{a,b,c} P (a)

agora, devemos ter em mente que uma fungdo & tal que h:a € {a,b,c}— h(a)e B

assume um valor numérico e, com isso, tem grau 0. Dessa forma, se tomarmos Q(x) =

B Z ha)P, (x)

- '
actaney  P'(a)

h(a). Agora procuremos o valor de Q(x). Pelo que ja fizemos no item d, sabemos que Q(x) =

, teremos que Q(x) também tera grau 2, por causa do grau zero de

F,(x)
= Z ‘T = 1 para todo « {a,b,c}, a,b,c raizes de P(x) .Agora observemos a
ae{a,b,c} P (a)

nova defini¢do de Q(x):

h@)F, (x)
it =ae{azb,c} P(a)

Entdo podemos escrever

o« @R _h@)P,()  H@)B(x)  h@P.(x)
9= 2 “py 2900 T r@ T P

Vamos agora fazer a assumir os valores das raizes de P(x). Vamos aqui aproveitar as
respostas ja encontradas no item d anterior. Fagamos:

e a=a:
Pi(a) =(a-b)(a-¢);
Py(a) =(a—a)(a—c)=0;

P.(a)=(a—-a)(a-b) =0.



P(e)=(a-b)(a—c)+(a—a)(a—c)+ (a—a)(a—b)=(a—b)(a-oc).

a)P.(@)  h@)P (@)  Wa)P.(a) _
P@ ~ Pl@  P@

Oa) =

h@)P,(@)+ M@)P,(a) + h(@)F, (@) _
P'(a)

Oa) =

h(@)(a—b)(a =)+ h(@).0+ h@.0 _
(a-b)a-c)

_ h(@)a—-b)a-c)+0+0
- (a-b)a-c)

h(a)(a—-b)(a—-c)
(a—b)a—-c)

0(a) = h(a).1 =

Oa) =

O(a)

Oa) =

O(a) = h(a)
o a=b:
Pu(b) = (b-b)(b - )=0;
Py(b) = (b - a)(b - 0);
P.b)=(b-a)b-b)=0.
P@)=(b-b)b-c)+®B-a)b-c)+®-a)b-b)=(b-a)b-c).

ha)F,(b)  Me)F,(b)  ha)F,(b)
P(a) Pl(a) P(a)

Oa) =

h(@)F, (b) + W) F, (b) + (@) F, (b) _

Oa) = P@)

h(@).0+ h(@)(b - a)b =)+ h(@).0 _
(b—a)b-c)

Qo) =

_0+h(@)(b-a)b-)+0 _
- (b-a)(b~-c)

O(a)

h(@)(b-a)b—c) _
(b-a)b~-c)

Oa) =



O(a) = h(a).1 =

Oa) = h(e)

e a=c:
P,(c)=(c-b)(c—c)=0;

Py(c)=(c—a)(c—c)=0;

P.(c) = (c —a)(c - b).

P(a) =(c—b)(c—c) +(c—a)(c—c)+(c—a)(c—b) = (c—a)(c—b).

h(@)P,(c)  h(@)F, () )P ()
P(a) P(a) P(a)

Oa) =

h(@)F,(c) + @) F, (c) + i) P (€) _
P'(a)

Oa) =

ha).0+ h(a).0+ h(a)(c—a)(c—b) N
(c—a)(c—b)

_0+0+A(a)c—a)(c—Db)
- (c—a)(c—b)

_ Ma)(c=a)(c-b) -
(c—a)(c—b)

Ola)=ha).l=>

Qo) =

Q@)

Q@)

O(a) = ha)
|

Dessa forma, para todo valor que seja raiz de P(x) teremos que Q(a) = h(a). Assim
sendo, teremos que a fung@o h passa ou interpola as raizes do polindmio e, entdo,
teremos que @ € um polindomio de grau 2 que passa por (a, h(a)), (b, h(b)) ¢ (c, h(c)).

VERDADEIRA




QUESTAO 03

a) Para (a;); - 4, ..., » estritamente crescente € P(x) = (x —ay) " (x — ay) = ﬁ(x— a;) ,
aplicando a regra da derivada do produto de funcdes, temos que B
Px)=(x-a)  "(x-a)+(x—a)  (x—a)t "+tx-a) (x—a,-1)
Portanto, podemos escrever que
P(a)=(a;—a) " (a;—ay +(ar—a) " (a;—a)+ " Har-a) " (x—a,-1)=
Pa)=(a;—a) " (ar-a)+0." " (a;-a)+"+0."" (x-a,_ )=

P’(ay) =(a;—az) " (ar—a,) #0

[ ]
De maneira geral, podemos escrever
P’(a) = (a;i—ax) " (ai- a) " (ai-ay) + (ai—ay) " (ai-a) "~ (a;—ay)+ "+
tai—ay) " (ai—an-2)(a;i—an-y)
P(a) =(ai—az) 0. (a-a,) + (ai—a;y) 0. " (aj—a, )+ "+
tai—ay) " (ai—ay-J(a;i—a,_1)
P(a) =(ai—ay)) " (ai—a,_3)(@ai—a,_1) #0
Desta maneira, para todo (ay); -y, ..., »temos que P’(a;) # 0.
[ |

VERDADEIRA
b) Podemos mostrar esta questdo de maneira parecida com a anterior. Para isto, seja
a<b<c
Se P(x) = (x —a)(x — b)(x — ¢), entdo
P‘x)=(x-b)(x-c)t(x—-a)(x—c)+(x—a)x—->b)
Tomemos xy = a, entdo

Pxy)=(a-b)a-c)+(@a-a)a-c)+(a—a)a-Db)



P “(xy) = (a—-Db)(a—-c)

P(x) #0
.
Para x, = b, temos:
Px)=b-b)b-c)+®-a)b-c)+®b-a)b-b)
P(x9)=0b-a)b-c)
P(x)) #0
.
Tomando agora x, = ¢, temos que:
Px)=(c—b)(c—c)+(c—a)c—c)+(c—a)c—b)
P ‘(x9) =(c-a)(c-b)
P(x) #0
.

Com isso, podemos afirmar que, para todo x, € {a,b,c} temos que P ‘(xg) #0 .

VERDADEIRA

¢) Do item a desta mesma questao sabemos que
Px)=(x-ay)"  (x—ay) t(x—a)  (x—ay))*+ "Hx-ay) " (x—an_y)

Entdo fica facil escrever

(x-a,)(x-a,)...(x-a,) +(x-a])(x-a2)...(x-an) +m+(x-al)(x-az)...(x-an)

P = (x-a,) (x-2,) (x-a,)

P'(x)= P) + P) +.t P)
(x-a) (x-a,) (x-a,)

P'(x) =P, (x)+ P, (x) +...+ P, (x)

P(x)

Dai, se denotarmos por Py(x) = , entdo podemos escrever



P(x)= > P(x)

a<fa,,a,,...,a,

' —
Na lista fala que P (x) o Z Pa (X) sem afirmar que a, b, ¢ sdo raizes de P(x).

ae{a,b,c}
Portanto, a sentenca ¢ FALSA.

d) Novamente aqui retomamos a expressdo que nos da a derivada de um polindmio
Px)=(x-a) " (x-ay
encontrada no item a anterior e aprimorada no item ¢
Px)=(x-a) " (x—a)+t(x-—a)  (x—a)t "+x-a) " (x-a,-1)

Py (A0 (may) | (ea)ea,) (5m,) | () (-a,) . (x-a,)

(X'al) (X'az) (X'an)

. P
Se definimos Pi(x) = ( () entdo podemos escrever
X—a.

1

P(x) N P(x) - P(x)

PO ) T T Gy

P'(x) = P,(x) + P, (x) +...+ P, (x)

P(x) =Y P

VERDADEIRA

e)Como P(x) =(x—ay) " (x—a,) = H(x —a,;) , entdo P(x) tem grau n. Por defini¢do,
i=1

P(x)

Pi(x) = -a)



Entdo temos um polindmio de grau n sendo dividido por um mondmio de grau 1, o que
resulta em algo com grau | unidade inferior. Deste modo, o grau de cada termo Pi(x)
vale n — 1. Tomemos

0(x) =Y P

Assim, como Q(x) € o somatorio de n parcelas, cada uma com grau n — 1, Q(x) tera grau
também n — 1.

VERDADEIRA

f) Sendo P(x) =(x—ay) """ (x —ay) = H(x— a,), (ai =1, .., n estritamente crescente,

P(x) _

(x—a,

Pi(x) = , vamos agora definir Q(x) de outra maneira. Seja

-3 10

Podemos, de imediato, afirmar que Q(x) tem grau n — I. Isto ocorre porque, como ja
falamos, Pi(x) tem grau n — 1. Dessa forma, sabendo que P ‘(a;) € um valor numérico,
seu grau vale zero.Assim sendo, ao dividirmos Pyx) por P ‘(a;) obtemos Q(x) com grau
igual ao de Pi(x) , ja que ndo houve reducdo de grau. Desta maneira, podemos concluir
que Q(x) tem grau n — 1.

Vamos agora analisar o valor de Q(x) em cada uma das raizes de P(x). Seja a; uma raiz
de P(x). Assim podemos escrever:

O(a) = Z—]f((fl)) )

_ B(a)
O(a) = P'(a,)

£(a)

Vamos entdo verificar quanto vale a relagao "' . Para isso, vamos recorrer a defini¢do
a

i

de cada uma delas. Sabemos que:

P(x)= ﬁ =>P(x)=(x-a)x—a,).(x—a_)x—a,).(x—a,)

1

e que



P =(x—a) " (X—a) " (X—an) +(x—a)) " (x—a) " (X—ay+ T+
tx—ay) (x—a,-1
Assim sendo, para x = a; temos que:
Pa) = (ai—az) " (@i—a)" (@i —an) + (@i —ay) " (@i—a) " (@i— a)+ " +
Hai—a) " (@i —ay_ )=
P@)=(ai—a) (ai-a)" (ai—au)) (- isp) . .. (@~ an_ 1)

Deste modo,

O(a)) = (a, —a))a,—a,)..(a,—a,_)a —a.,).(a—a,) N
(a,—a)a, —a,)..(a —a_)a —a,).(a-a)
Entao
F(a,)
Q(al) — % Q(al) —1

Como nossa suposi¢do era de que a; era uma raiz qualquer de P(x), entdo podemos

afirmar que Q(al) =1 para qualquer raiz do polinomio em estudo.

VERDADEIRA

g) Podemos “pegar carona” no item h da questdo 2 para resolver este item. L4 tinhamos
que a fungdo Q tinha grau menor ou igual a n — I ¢ assumia o mesmo valor n vezes,
aqui esta fungdo possui grau n — I ¢ assume este mesmo valor n vezes. Desta forma,
podemos escrever:
n-1
P(x,)=c a,+ax, +..+a, ,x;, =c

-1
P(x,)=c L Jagtax, bt a, x," " =c

-1
P(x,)=c a,+ax,+..+a,,x "=c

n



n—1

1 x, X, a | |c
n—1

1 x, x " a.a c

Do produto matricial, podemos perceber que a primeira matriz ¢ quadrada e de ordem
nxn do tipo Vandermond. Como todos os x; sdo diferentes um do outro, seu
determinante ¢ diferente de zero, o que me garante que o sistema tem solucdo unica.
Vamos agora imaginar como resolveriamos esse sistema através do calculo de
determinante. Deveriamos calcular o determinante do tipo Vandermond, que ja
comentamos ser diferente de zero. Para podermos visualizar melhor, chamemos essa
matriz de Vandermond de matriz 4, e seu determinante de det A. Assim,

det A = (x2 —x1)(x3 —Xx1)"""(Xn — X2)(X3 = X2) """ (Xpn — Xp.1) = det AF0.

Logo apds, iriamos calcular o determinante de cada matriz dos coeficientes. Para tal fato
teriamos que, ordenadamente, substituir uma a uma cada coluna da matriz de
Vandermond pela matriz coluna dos resultados e tirar o seu determinante. Vejamos
alguns casos:

-1 -1

c X x; 1 ¢ X/ I x c
n-1 n-l1

c x X c X x ¢

— 2 2 — 2 2
Aao - ’ Aal - ’ s Aan-l -

-1 -1

c X, x) 1 ¢ X! I x, c

Como podemos observar, apenas det Aag # 0. Todos os demais determinantes resultam em
zero, pois possuem duas colunas multiplas entre si (uma coluna igual a 1 e outra igual a
¢). Com isso, todos os demais termos da forma a; = 0, restando apenas ay # 0. Desta
forma, P(x) = ay, sendo portanto constante e de zero grau.

VERDADEIRA

h) Novamente aqui vamos “pegar carona” em questdes que ja resolvemos. Desta feita,
vamos tomar os dois ultimos itens (f e g). De f sabemos que o grau de P ¢ igual an ¢
que Q tem grau n — I, portanto menor que o grau de P, ¢ ¢ igual a 1 em cada uma das
raizes de P . No item g vimos que se uma funcdo de grau m — I tiver n valores
constantes entdo ela ¢ constante e de grau zero. Pois bem! Agora vamos juntar essas
duas conclusdes para alcangarmos o que queremos.



A fungao O(x) = Z;EX))

provado) e possui grau menor que n(seu grau ¢ n — I). Entdo podemos afirmar que Q(x)
¢ sempre constante e igual a 1.

¢ sempre igual a 1 nas n raizes de P(x)(isso ja foi

VERDADEIRA

i) A defini¢do da funcdo apresenta um problema de definicdo, mas vamos consertar. Em
vez de h:aeflb,,...b,} — h(a)eR

<+ tomemos

também trocar Q(x) = Z;h(f),)(P()X) r O(x) = z} h(;l) )(P()X) .

h:aela,,..,a,}— h(a)eR vamos

Podemos escrever

Ma)P(x)  ha)P(x) — h@)B) | ha)Px)

O(x) = ' ' '
P'(a;) P'(a;) P'(a;) P'(a;)
h(a )P (x)+P(x)+..+P(x)+..+ P, (x)]
O(x) = =
(a,)
O(a) = h(a,)[P, (01)4‘132(“[);---4‘3(01)4‘---4‘13”(“;)] N
(a,)

_ h(a)[0+0+...+ P(a,)+...+0]
O(a;) = Pa)

_ h(a,)F(a;)
0(q,) = T P@) =
Q(ai) :h(az)

Essa tltima passagem foi possivel pois P'(a,)= P(a,). Dessa forma, para todo
a €{a,,...,a,} temos que QO(a;) = h(a,). Dessa forma, Q ¢ um polindmio de grau n — 1
da forma (a;h(a;). Assim, podemos dizer que Q passa ou interpola os pontos da forma

(abh(al))’ o (amh(an))'
VERDADEIRA




