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01.Derivada algoritmica

Se f{x) = sin{x) cos(x), entdo temos

f'{x) = —sin(x) sin{x) = cos(x) cos (x)
Fiix) = —sin*{x) + cos?(x)
(a) (F)
(b) (F)
(c) (V)
Se P(x) = (x + a)(x + b) (x + c), entdo
P'ix)={x+a)lx+b)+| x+c,1]+ X+J) x+c;
Pix)=(x+b)x+c)+x+a)x+c)+{x+a)(x+b)
(d) (F)

Se a=<b<=cePlx)=(x+a)lx+b){x+c) entdo para P{x) =0, teremos raizes
-a,—h,—c, como - ¢ <X —h =X —ga, entdo o certo seria escrever que P'{x) terd exatamente duas
raizes que estdo nos intervalos [—c; —b], [—b; —al.

(e) (V) O proximo item justifica esta questdo.

® V)
Se (a;)i=1,..» for uma sucessio estritamente crescente de nimeros reais € se
n
P(x)=(x—a)0.0x —a,) = [](x—a,)
i=1

entdo P'{x) terd uma raiz em cada um dos n—1 intervalos determinados pelas raizes de P.

Faremos o estudo de um exemplo de F{x) sendo um produto de 7 fatores determinados {x — a)
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Yerzion 4.2 patchlevel ved
last nodif ied January 2007
Systen: HS-Hindows 32 bit

; Copyright [C) 1986 - 1993, 1998, 2004, 2007
- Thonas Hillians, Colin Kelley and nany others

- Tupe "help® to access the on-line reference nanual.
. The gruplot FAQ is awailable fron
http:/funu.gnuplot . infodfag/

Send connents and help requests to  <gnuplot-betalllists.sourceforge.nat>

Send bug veports and suggestions to <gnuplot-betalllists.sourceforge.nat>

Terninal tupe set to ‘windous®

ghuplot> al=-7

grnuplot> a?=-3

-fgrwplot> a3=-1

gruplots ad=2

-fgruplot> ab=h

—gnuplot> ab=0

-fgruplot> a?=10

gruplot> Plx) = [w - all#lw - a2)#(x - a3)#lw - adl®ln - abl#(x - ab)*(x - af)
-lgnuplot> dPix) = [x - al)kls - a3)#(x - ad)*(x - abl*(x - af)*(x - a?)+lx - all®
e - a3l - ad)l - By - aflely - all+ln - al)#ln - a2)#(w - ad)#(w - ab)
Pl - aflH(w - a?)Hw - alle - a2)ew - a3)en - aB)Hw - af)#(n - al)+Hn - al
T - a2l - Bl - adlkn - af)eln - a?)+lk - all#ln - allHln - ad)Hx - &
TP - D )#n - a?lH - Al - a2lHx - a3lHn - adl#(x - a5)H(x - af)
Tonuplot> plot Plxd, dPix) , O

anuplot
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Entre cada um dos intervalos determinados por raizes consecutivas do polindmio hd um extremo

relativo, como vemos no grafico. Logo d

Fix) terd todas as suas raizes nos 6 intervalos

determinados pelas raizes de P{x), cada uma num intervalo. Cada extremo relativo determina
um zero da funcdo derivada do polindmio. O que mostra que isso ¢ verdade para um polinomio

P de qualquer grau.

-

Facamos o seguinte estudo: Como temos @1 < @z < *=+ < @,_q1 < @, P{x) tem grau n, logo

possui n raizes. Considere os graficos abaixo

para uma melhor compreensdo do que acontece.

Sendo o coeficiente do termo de maior grau de P(x) positivo, entdo temos:

Se n for impar:

JANEVAN
\VARNZ

Para x=<aea;<<x=a

/ANVAN
VARV

;=1 paraipar, I <i<n,teremos P(x) <0e

Para a;<x < a;:; ex > a,, para i impar, / <i < n teremos P(x) > 0

Se n for par:

AWANFEEVAWA



Parax <a;, a;<x <ajs;ex > a,paraipar, [ <i<n,teremos P(x) > 0e

Para a;< x < a;+;, para i impar, / <i < n teremos P(x) <0

Agora faremos o estudo quando o coeficiente do termo de maior grau de P{x) é negativo.

Se n For impar:

AN AN AN,

Parax <a;ea;<x <a;, paraipar, I <i<n,teremos P(x) > 0e

Para a;<x < a;1; ex > a,, paraiimpar, / <i <n teremos P(x) < 0.

Se n for par:
Parax <a;, ai<x <a;s; ex > a, paraipar, I <i<n,teremos P(x) <0
e

Para a; < x < a;1,, para i impar, I <i < n teremos P(x) > 0.
02.Interpolag@o Polinomial

@) (V)

Dadosa<b<cese

Plx)=(x—a){x —blx—¢c)

Entdo F, = 0 para todo o € {a, b, c}.

Se P{x) = (x —a){x — b){x — c) ,entdo



Pla)=x—allx-b+x-a]+x-bix—c)=
Plxl=lx—-bx—c)+x—alx—c)+{x—a)x—5)

Para x=a, x=b e x=c, temos:
Pla)=(a-b)(a—c)+(a-a)a—c)+(@—aa—b) =(@—b)a—c)#0
P'h)=0b-b)b-c)+(b-a)b-c)+b-a)b-b=>b-a)b-c)#0
Ple)=(c—b)fc—c)+(c—a)c—c)+(c—a)c—b)=(c—a)ic—b)#0

(b) (V)

Dadosa<b<cese

Px)=(x-a)x=bx—¢

entdo P'(x) = £7o(x)

a,b,c}

P
Notagdo: Py(x) = ()
X —a

Devemos mostrar que P'(x) = (x —b)(x —c)+(x—a)x —¢c) + (x —a)(x — b) =
F(X)

a.,b,c}

p POy PO P

_(—a)x—b)(x—c) _ (x —b)(x —¢)

—a

P.(x)

iy = EZDEZDNEZO = (¢ —ay(x =)

_(x—a)(x —b)(x —c) _ (x —a)(x —b)

—C

P.(x)

P(x)= agg:a(x) =Pux) + Po(x) + Po(x) =(x = b)(x —¢) + (x —a)(x — ¢) + (x — a)(x-b)

©(V)

Dadosa <b<cese

P(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢). O grau de O(x) = Z{’a(x) &9

P(x)

X —a

Notagdo: P.(x) =

Devemos mostrar que o grau de Q(x) = Z f: (X)) ¢ 2, fagamos entdo



0w =, 2L =P = b -0+ (- -0+ (- - b) =

3x*> —2x(a +b +c) +(ac +ab +bc) , um polindmio do segundo grau, como afirma este

item.

(d) (F)

Dadosa <b<cese

£ (%)
a,b,c} P'(a)

Defina O(x) =
das raizes de P.

P(x)

X —a

Notagdo: P, (x) =

Definamos Q{x):

Temos que:

(x—

Px)=x—-a)x—b)x—c).

a)(x —b)(x —¢)

B(x)=

=(x —b)(x

X —a

. Entdo QO é um polindmio de grau 2 que vale 1 em cada uma

—c)

Py (1) =X T TOX ) _ ()

x—b

P.(x)=

Temos entdo:

X —cC

Pe)=(—bx—c +(x—a)x—c) +(x—a—b
P@=(@—b)a—c) +(@a—afa—c)+(@—aa—b) =(a—ba——c)
P')=b-b)b-—c)+b-a)b-c)td-a)b-b=0b-a)(b-c
Pc)=(c—b)fc—c)+(c—a)c—c)+(c—a)c—b)=(c—a)c—b)

o) =

a,b,c}

F,(x) P(x

£, (x)

(x —a)(x —b)(x —c) _ (x —a)(x —b)

P(x) _

P'(a) P'(a)
(x —b)(x —¢) +(x —a)(x —c) +(x —a)(x—b)

P'(b)

P'(c)

(a —b)(a —c)

(x —b)(x —c)(c —b)

(b—a)(b—c) (c—a)c

(x —a)(x —c)(c —a)

—b) -
+(x —a)(x —b)(b —a)

[(—D® —a)][(—D(c —a)](c —b) +(b —a)[(—D(c =D)l(¢ —a) (¢ —a)(c —b)(b —a)



_ (x —=b)(x —c)(c —b) (x —a)(x —c)(c —a) +(x —a)(x —b)(b —a) _
(b —a)(c —a)(c —b) (b—a)(c—Db)c—a) (c—a)(c—b)b—a)

_ (x —=b)(x —c)(c —b) —(x —a)(x —c)(c —a) +(x —a)(x —b)(b —a)
B (¢ —a)(c —b)(b —a) -

[x> —(b +c)x +bc](c —b) —[x° —(a +c)x +ac](c —a) +[x*> —(a +b)x +ab](b —a)

(¢ —a)(c =b)(b —a)

x*[(c —=b) —(c —a) +(b —a)] —x[(b +c)(c —b) —(a +c)(c —a) +(a +b)(b —a)] +[bc(c —b) —ac(c
(¢ —a)(c —b)(b —a)

x*(¢c —b—c+a+b—a) —x(c> —=b> —*+a’ +b> —a*) +(bc> —b’c —ac® +a’c +ab> —a’bh)
(c —a)(c —b)(b —a)

_(bc? —b*c —ac? +a’c +ab®> —a’b) _ (bc’ —b’c —ac® +a’c +ab’ —a’b)
- (c —a)(c —b)(b —a) - (c> —bc —ac +ab)(b —a) -
(bc> —b’c —ac® +a’c +ab® —a’b)
(bc> —b’c —abc +ab®> —ac® +abc +a’c —a’b) -
(bc®> —b’c —ac® +a’c +ab® —a’bh) _
(bc®> —b’c +ab® —ac® +a’c —a’bh) -

1

b’ c’? a

Assim definimos Q(x) da seguinte forma: Q(x) = Pfl(a) + ) + @) = 2 m

=1

Logo ndo ¢ um polindmio do segundo grau, ¢ um polindmio de grau zero. E ndo vale 1 em cada
uma das raizes de P, o seu somatorio é que da 1.

(e) (V)

Dados dois pontos (X,,1,) e (x;,»,) distintos, com coordenadas reais, a partir da
estrutura da fung¢do de grau 1: ¥y =a,x +a, e destes dois pontos poderemos obter os

coeficientes &, , @, com a solugdo do sistema linear abaixo, facamos:

{.VE' = ﬂ'.l i'l.',:. ne ﬂc.
¥y =y Tdg



Assim teremos uma Unica fung¢do do primeiro grau com coeficientes &, , @, determinados na

solugdo do sistema linear acima, que passa por estes pontos (X,, Vo) € (X, ;) .

® V)

Dados trés pontos (X4, V), (X,,3,) € (x,,y,) distintos, com coordenadas reais, entdo
a partir da estrutura da fungdo de grau 2: y =a2x2 +a,x +a, e destes trés pontos

poderemos obter os coeficientes @, , &, , A, com a solug¢ao do sistema linear abaixo, fagcamos:
Vo= azXy+aixp +ag

1 W=GaXy + aqX + Qg
Vo = @2X7 + Q1% + Qg

Logo teremos uma unica fun¢ao do segundo grau com coeficientes @, ,a,,a, determinados

na solugdo do sistema linear acima, que passa por estes pontos (X4, Vo), (X, ;) €

(x5,>,).
(@ V)

Dados n pontos (x4, Vo), (X,,3,) ... (X,4.>,) distintos, com coordenadas reais,
entdo a partir da estrutura da fungdo de graun — 1: y =ctn_l)c”_l +...+a,x +a, e destes

n pontos poderemos obter os coeficientes &,,,...,d;, @, com a solucdo do sistema linear
abaixo, fagamos:

-n—1

_VE. = ﬂ."!—'lll:' o "'_ﬂil.c._ﬂc.
. n—1 5 ... - L
M=ty ™y gy T Hy
v =a Pl gy +a
Fra—1 n—1"n—1 1*n—1 o

Logo teremos uma unica fun¢do do grau n — 1 com coeficientes «,, ,..., &, , @, determinados
na solugdo do sistema linear acima, que passa por estes pontos (X4, Vo), (X, V)

(xn—l’yn—l)~

(h) (V)

Devemos ter em mente as seguintes observagdes antes de tudo:

» Num polindmio de grau 2, temos o grafico de uma parabola, onde no maximo
podemos encontrar dois valores X , X, , tais que P(x,) =P(x,);



» Num polindmio de grau 3, temos o grafico onde no maximo podemos encontrar trés
valores X, X, , X, , tais que P(x,) =P(x,) =P(x,);

A partir dai podemos escrever:

» Num polinémio de grau n, temos o grafico onde no maximo podemos encontrar n
valores Xg, X ,---, X,,_4, tais que P(x,) =P(x,) =... =P(x,,);

Se temos um polindmio de grau menor ou igual n — 1:

P(x) =a, x"7 +...+ax +a,

E sabemos que P(b,) = ... = P(b;) = P(b)) = b para b, # ... # b; # b, é constante entdo temos
necessariamente P(x) = b, um polindmio constante. Fagamos:

1 n—1 cee L 1y 0
a 1%y dqp dpXp
1. — -n—1 cee L 1y 0
a2 [ ] gy Xy fpXq
1 n—-1 4 ... 1 -0
] (=B (=g L2 o

b=

(an—len

- 1 o — 1 o
<(an—l-"">al>a0)> (x0’1 ’xO ""’xO )> #(an—l->"‘>al>a0)> (b1’] ’bl ""’bl )> —_—-- #(aIT—l'""’

- 1 oy n— 1 N n— 1
+..+ax, *a,x,) =(a,,x,  “*+..*ax, +a,x )=..=(a,,x, “H..*+ax, +

(4.8) a8) = (4.5,

Concluimos entdo que: B, =B, =... =B, entio:
b, =p""=...=b"", ... , b, =b' =..=b',
bOO =b10 — =bn0
As expressdes acima afirmam que: b, =b;, =... =b, 0 que ndo ¢ verdade, pois vimos acima
que b, # ... # b, # b;. Assim para que <A,Bo> =<A,Bl> =.. =<A,B,,> sejam verdade é

preciso que 4 =(0.,...,0,a,) restando b = <A,Bo> =<A,Bl> =... =<A,B,,> =a,.

Logo podemos afirmar que P(x) = &, um polindmio constante ¢ de grau zero.

H V)

Dadosa<b<cese



Px)=(x—a)x=bx—¢

Defina Q(x) = Fa(X) Entdo Q ¢ constante igual a 1
a,b,c} P'(a) ‘ .
P
Notagdo: P,(x) = ﬂ
X —a

Analisando o que vimos anteriormente, o polindmio @{x) é constante e igual a 1.

Vejamos:
Temos que:
p(x) = X T TN ) (_pyx—c)
x—a
P,ix) = (x —a)(x =D)(x —¢) _ (x —a)(x—c)
x—b
) = XTDETONXTE) _ (o yix—b)
x—c
Logo:

Pe)=(-bx—c)+(x—a)x—c)+(x—ax—b)
Pa=(a—b)a—c)+(a—aja—c)+(@—aa—b) =(a—ba—-c)
P'@)=0b-b)b-c)+(b-a)b—c)+b—-a)b—b)=0b-a)b-c
P)=(c—b)fc—c)+(c—a)c—c)+(c—a)c—b)=(c—a)c—b)

o) P(x) _ P | B PG _
P (@ Pla) " P Po)
(x=b)x—¢) , (x—a)(x—c) , (x —a)x—b) _
(a—b)a—c)  (b—a)b—c)  (c—a)c—b)
G—Dx—e)e—h) ,  (x—a)x—cNe—a) |, (x—a)(x—b)(b—a)
(DG —aI(D(e —@)l(c —b) (b —a)l(—D(c—b)lc—a)  (c—a)ec —b)b —a)

_ G=D)x =) e =b) _(x—a)(x—c)c—a)  (x—a)(x—Db)b—a) _
~ (b—a)c—a)c—b) (b—a)c—b)c—a) (c—a)c—b)b—a)

_ (x=D)(x —c)(¢c —=b) —(x —a)(x —c)(¢ —a) H(x —a)(x =b)(b —a) _
- (¢ —a)(c —b)(b —a) -

[x> —(b +c)x +bc](c —b) —[x* —(a +c)x +ac](c —a) +[x*> —(a +b)x +ab](b —a)
(¢ —a)(c —b)(b —a)




x*[(c —b) —(c —a) +(b —a)] —x[(b +c)(c —b) —(a +c)(c —a) +(a +b)(b —a)] +[bc(c —b) —ac(c
(c —a)(c —b)(b—a)

x*(c —b —c+a+b—a) —x(c> —b> —*+a’> +b> —a*) +(bc> —b’c —ac® +a’c +ab> —a’bh)
(c —a)(c —b)(b —a)

_ (bc® —b’c —ac® +a’c +ab®> —a’b) _ (bc’ —b’c —ac’® +a’c +ab®> —a’b)
- (c —a)(c —b)(b —a) a (¢ —bc —ac +ab)(b —a)

_ (bc® —b*c —ac® +a’c +ab®> —a’b)

B (bc> —b*c —abc +ab®> —ac® +abc +a’c —a’bh)

(bc? —b’c —ac® +a’c +ab®> —a’b) _

=1
(bc> —b°c +ab®> —ac® +a’c —a’b)
2 b2 2 az
Assim definimos Q(x) como: Q(x) = ? +— + 'C = —=1
P'(a) P'(b) P'(c) T P(Q)
G V)
Polindmio de Lagrange
Dadosa <b<cese
P(x)=(x—-a)(x - b)x ¢
Considere uma func¢do /:a U{a,b,c}  h(a)OD
Quer dizer que os nimeros A(a), h(b), h(c) sdo dados.
Defina
. h(a) F,(x)
Qlx) = Z I
a,b,c} P (a)
entdo Q) = hix). Logo @ é um polindmio de grau 2 passa nos pontos

(a, h(a)), (b, h(b)), (c, h(c))

Em outras palavras, § ¢ um polindmio de grau 2 interpolando os pontos

(a, h(a)), (b, h(b)), (c, h(c))



P(x)

X —a

Notagdo: F, =

Definamos Q{x):

Temos que:
P ) = ETDETDEZA) _ (v )
x—a
P,(x)= (x—a)x =h)(x—¢c) _ (x—a)(x—c)
x—b
pl)= XTOETDETO _(\ yix—p)
x—c
Entdo:

Pe)=(-b)x—c)+(x—a)x—c)+(x—ax—b)

Pa=(a—b)a—c)+(@a—aja—c)+(@—aa—b) =(a—ba—-c)
P'@)=0b-b)b-c)+(b-a)b—c)+b-a)b—b)=0b-a)b-c
Pc)=(c—b)fc—c)+(c—a)c—c)+(c—a)c—b)=(c—a)c—b)

- }h(a)Pa(x) _ M@ORE) | hBDBE) |

P(a) —  P'(a) P'(b)
h(co)FP.(x)
P
h(a) (x —b)(x —¢) +h(b) (x —a)(x —c) +h(e) (x —a)(x —b) _
(a —b)(a —c) (b —a)(b—c) (c —a)(c —b)

h(a)(x =b)(x —c)(c —=b)  , h(D)(x —a)(x —c)(c —a)  h(c)(x —a)(x —b)(b —
[(D® —)][(—D(c —a)](c =b) (b —a)[(—D(c —b)](c —a) (¢ —a)(c —=b)(b —a)

h(a)(x —b)(x —c)(c —=b) _ h(b)(x —a)(x —c)(c —a) | h(c)(x —a)(x —b)(b —a)
(b —a)(c —a)(c —b) (b —a)(c —b)(c —a) (¢ —a)(c =b)(b —a)

h(a)(x —b)(x —c)(c —b) —h(b)(x —a)(x —c)(c —a) +h(c)(x —a)(x —b)(b —a)
(c —a)(c —bh)(b —a)

[x* —(b +c)x +bc][h(a)(c —b)] —x* —(a +c)x +ac][h(b)(c —a)] H[ x> —(a +b)x +ab]
(c —a)(c —b)(b—a)




x’[h(a)(c —b) —h(b)(c —a) +h(c)(b —a)]
(¢ —a)(c =b)(b —a)

_x[(b +co)h(a)(c —b) —(a +c)h(b)(c —a) +(a +b)h(c)(b —a)]
(c —a)(c —b)(b —a) +
+[bc.h(a)(c —b) —ac.h(b)(c —a) +ab.h(c)(b —a)]
(c —a)(c —b)(b —a)

O h(a) h(b) h() C
=X b -+ E
He —a)b—a) (c —b)(b—a) (c —a)c—b)F

Ch(a)(c®> —b*) —h(b)(c*—a®) +h(c)(b® —a*) L

= (c —a)(c —b)(b —a) E
+ LAc.A(a)(c —b) —ac.h(b)(c —a) +ab.h(c)(b —a) Ll
(¢ —a)(c —b)(b —a)

—X

Como podemos perceber, ndo temos como fazer simplificacdes nos coeficientes de
Q(x), que provavelmente serdo diferentes de zero. Com isso podemos concluir que
Q{x) é um polindmio de grau 2.

E como
o (O Py(x) _
WW=_2 " Pla
h(a) (x =b)(x —) +h(b) (x —a)(x —¢) +h(e) (x —a)(x —b)
(a —b)(a —c) (b —a)(b—c) (c —a)(c —b)

Podemos perceber que Q(a) = h(a), O(b) = h(b) e O(c) = h(c) e, portanto passa nos
pontos:

(a, h(a)), (b, h(b)), (c, h(c))

Assim 2 {x) é um polindmio do segundo grau interpolando os pontos acima.

03. Polindémio passando por # pontos
(@) (V)

Se (a,- )l:; , for uma sucessdo estritamente crescente de nimeros reais € se



P(x)=(x—a) LL.0x—a,) = [](x—a)

Entdo P'(a;) # 0 paratodoi = 0,..., n.

Se P(x) = (x — ay)...(x — a,) = (x — a)).[(x — a)...(x — a,)]
entdo

P'() = L[(x — ay..(x — a)] + (x — a;) . D,

Dy = L[(x — ay)..(x — a)] + (x — a5) . D;

Dz = ][()C - (14)...()(,' - (,l,,)] + ()C - 613) . D3

Doy = L[(x = ani).(x — a)] + (x — @ns) . Dot
Dy,=1(x—ay)+((x—an).D,
D,=1
De outra maneira:
P'() = (X = a3)o (X = @) (X — @) + (X — @1).(X = A3)re(X — Qut).(X — @) + ...

+.. 7t

et @ —ay.(x—ay... (x —anz).(x —a,) + (x—a).(x — az)...(x — any)

Logo, quando tivermos
P'la) = (a;— a)...(a;— any).(a; — a,) # 0
P'(a;) = (a:— ay).(a: — a3)...(a: — a,) # 0

P'la,,) = (w1 — ay)...(@n1 — @n2). (s — ay) # 0
P'(a,) = (a, — a)).(a, — a3)...(a, — an1) # 0

Teremos P'(a;) # 0 para todo i = 0,..., n.

(b) (V)
Considere a < b <ce P(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢) entdo P'(xy) # 0 para todo ¥y € {a, b, c}.

Se Pix) ={x —a)ix —bl{x—c), entdo



x—a)llx -0+ x-dl+&x-bx -0

= :__x
=lx—blx—c+x—allx—cl+x—a)x—58)

Pla)=(a—b)la—c)+(a—a)la—c)+(a—a)a—b)=(a—b)la—c)+0
Ph)=0b-bb-c)+(b-a)b-c)+b-a)b-—b=>b-a)b-c)#0
P'(c)=(c-b)(c—c)+(c—a)c—c)+t(c—a)c—b)=(c—a)(c—b)#0

(©) (F)

(d) (V)

Seja (&;);—...,, uma sucessio estritamente crescente de nimeros reais e
n
P(x)=(x—a) .l —a,) = [](x—a,)
i=1

_ P(x _ z
Notagdo: P{x) = . ia) entdo P'(x) = ZP, (x)

i

Temos:

P(x)=(x—a) L. 0x—a,) =[] (x-a,)

Do item (a), sabemos que :
Px)=(x—as)..(x —an).(x —a) + (x—a).(x —az)..(x — any).(x —a,) + ...
+...+

et x—a).(x—ay)... (x —an).(x—a,) t(x—a).(x —az)...x — any)

(x—a)0.0x —a,)
+
x—a,

Devemos mostrar que: P'(x) = ZPI (x) =
(x—a)(x—a,)l.Ux~a,) (x—aq)U.Wx—a,, )x—a,)
+ ... + +
X —a2 X _an—l
(x—a)ll.lx—a,)

x—a,

= (x - ag).,.(x - an-]).(x - Cln) +

+tx—a)x—ay).(x—a)+..+tx—a)x—a).(x—a)(x—a)+tx—a)x—a)..(x—

an-])



Chegamos dessa forma a derivada de F{x), confirmando assim o item (a). Podemos dizer que:

P'lx)= > F(x)-

=

(e) (V)

Seja (&;),;—...,, uma sucessio estritamente crescente de nimeros reais e
n
P(x)=(x—a)0.0x —a,) = [](x—a,)
i=1

P(x)

X —a;

Com a Notacdo: F:{x) =

O graude Q(x)= ZP’ (x) én—1.

i=

De maneira logica podemos deduzir que o grau de @{x) én — 1.

Analisemos: P ;:x} ¢ um polindmio de grau n. Se Q{x) é um polindmio formado pela soma de
polindmios P;{x) que sdo de grau n — / entdo podemos concluir que Q{x) é de graun — 1.

) (F)

Seja (2, ;.. uma sucessdo estritamente crescente de niimeros reais e

P(x)=(x—a) (L 0x—a,) =[] (x—a)

. P(x
Com a Notagdo: P;ix)=
X —a,
— L (x)

Defina Q{x) = sz(a )
=l i

entdo { ¢ um polindmio de grau » - I que vale 1 em cada uma das

raizes de P.

Definamos Q{x) =

Temos que:

(a0 =a,). (X 70, )X ") (oo a Yx—a)
X —a,

P1(X) =



iy = MO ARL T 2 (0 —a).(x —a,)

Py = ST XTI = () (x—a, ) —a,)

x—a)x—a,)..(x—a,,)x—a,)

x—a,

P.x) =

=(x—a)...(x—a,,)(x—a,,)

Entao:
P'la) = (a1~ az)...(a1— an1).(a; — a,) = (-1)"".(ar— ay)...(an1— a1).(a, — a;)
P'lay) = (a:— ay).(a> — a3)...(a: — a,) = (-1)"°.(a:— a;).(a; — a3)...(a, — az)

P'(@n1) = (Qn1 — @1)..(Qn1 — @p2) (@t — an) = (-1)" (Cps — Q1)...(An1 — An2). (@ — Gnt)
P'(a,) = (-1)".(a, — a;).(a, — az)...(ay — 1)

. ZPx® _ B®»  RW® Po(x) P
0= 2 pay = Play T Play T Pla) T Pa)

1™ (x—ay)..(x—a, ) (x—a,) (1) (x—a)(x—ay)...(x—a,)

(a, —a))..(a,, —a))(a, —a)) (a, —a,)(a; —a,)...(a, —a,)

+...+

+
(1) x—a)..(x=a,,)x=a,) , (x—a).(x—a,,)x—a,,)
(a,4 —a)..(a,, —a,,)a,—a,,) (a,—a)..(a,—a,,)a, —a,)

O valor esperado para este somatério € 1. Podemos chegar a essa conclusido fazendo »n assumir
valores pequenos como 1, 2 ou 3.

(2 (V)

Se um polindmio { tiver grau n — I assumir n vezes o mesmo valor, entdo J € constante.



Pelo que fizemos no item (h) da questdo 02, se tivermos P(x) de grau n— I, i valores de x, tal
que i > n— 1, entdo teremos P(x) constante. Mas agora temos:

P o 71CO
Qlx) = ;P'(a,.) =1,

que ja sabemos pela questdo anterior que ¢ constante e igual a 1.

(h) (V)

Seja (&;);—...,, uma sucessio estritamente crescente de nimeros reais e

P(x)=(x—a) .0 —a,) = [ ](x—a)

=

P(x)

X —a;

7

Com a Notagdo: P;{x) =

n
i

< P'(a;)

Defina Q(x) = entdo Q ¢é constante igual a 1.

Definamos @{x) :

Temos que:
Py - CT @I T X T DET) 2 () (x—a, . )(x—a,)
x—a,
Po) = (x —a)(x—a,)..(x—a, ) (x—a,) =(x —a)(x—a)..(x—a,)
x—a,
Py - E TG TG 2 () (x-a,)x—a,)
X Td
Py - ET @)X T)ETA) 2 () (x—a,,)(x—a,n)
x—a,
Entdo:

P'la) = (a— ay)...(ar— any).(a; — a,) = (-1)"'.(ar— ay)...(an1— a;).(a, — a;)
P'lay) = (a:— ay).(a: — a3)...(a: — a,) = (-1)"°.(a:— a;).(a; — az)...(a, — az)



Pllans) = (w1 — a1)...(Qn1 — Qn2) (@1 — @) = (1) (Gns — @1)...(Qn1 — Qn2).(@n — Gn1)
P'(a,) = (-1)".(a, — a)).(a, — az)...(a, — a.)

SN TE5 WD (€O N 1E MY AR ACY
' - P'(a;) P'(a) P'(ay) P'(a,,) P'a,)

-1)™ (x—a,)..(x—a, ) (x—a,) +(-1)™? (x—a)(x—ay)..(x—a,) +  +
(a, —a))..(a,4 —a)a, —a,) (a, —a))a;, —a,)..(a, —a,)

n
(x—a)..(x—a,,)(x—a,) + (x—a)..(x—a,,)(x—a,,)

(a,4 —a)..(a,4 —a,,)a,—a,,) (a,—a)..(a,—a,,)a, —a,)

L 4+(—1)

Como o somatério da questdo (f), esperamos que esse também apresente como resultado 1.
Podemos chegar a essa conclusdo depois de fazer os calculos fazendo » assumir valores como 1,

2 ou 3.

@H V)

Polindomio de Lagrange

Seja (&;);—...,, uma sucessio estritamente crescente de nimeros reais e

P(x)=(x—a) .0 —a,) = [ ](x—a)

=

Considere a sucessdo de numeros reais {d,,d,,...,a, } e a funcio
h:al{a,,a,,.,a,}t h(a)OO

Quer dizer que os numeros h( &, ), h( a, ), ..., h( @,, ) sdo dados.

— h(a;)F,(x)
= P'(a,)

grau n — [ passa nos pontos

Defina Q(x) = entdo Q( &; ) =h( ;). Logo Q é um polinémio de
(alah(al))’(a2 ah(a2 ))’ a(an ,h(an ))
Em outras palavras, Q ¢ um polindmio de grau n — / interpolando os pontos

(alﬂh(al))’(QZ’h(az))a""(an ?h(an ))



P(x)

Com a Notacdo: P.(x) =

X —a,
Definamos G{x):
Temos que:
P‘l :K:' =
xX—a)x—a,)..(x—a X —a
( 1)( Zl _(a n—l)( n) :(x_az).”(x_an_l)(x_an)
1

o (T =) (0=, ) T,)

P;
x—a,

Pr!—‘l::}‘::':

(rma)(x=a,). (x=a, )X =a,) _ (o
X _an—l

("E.}V! :K:' =

(x—a)x—a,)..(x—a,,)(x—a,) =(x—a)..(x—a,,)(x—a,)
x—a,

Ent3o:

P'(a;) = (a;— ay)...(a1— ani).(a; — a,) = (-1)"".(a:— ay)...(@n1— a;).(a, — a1)
Pllay) = (a:— ay).(a: — a3)...(a> — a,) = (-1)"".(a>— a;).(a; — a3)...(a, — az)

Pllays) = (@1 — a1)...(An1 — Qn2). (@1 — @) = (-1)' (G — @1)...(Qn1 — Qn2). (@0 — Gn1)
P'(a,) = (-1)’.(a, — a)).(an — @)...(an — any)

L h@)P() | h(a)P(x) | h(ay).Py(x)
WIT2 @y T Py T Pa)
I, )P () Ia,)- P ()

P'(a, ) P'(a,)




1yt @) =ay) o (r=a, ) =a,) | e M@ (x—a)(xr—a).(x=a,) |

(a, —a))..(a,, —a;)(a, —a,) (a, —a,)(a; —a,)..(a, —a,)
+
(=) h@a,)(x—a)..(x—a,,)x—a,)  ha,)(x—a). . (x—a,,)x—a,,)
(a,4 —a)..(a,, —a,,)(a, —a,,) (a, —a))..(a, —a,,)a, —a,)

Com no item (j), da questdo anterior, percebemos que ndo ha como simplificar os
coeficientes de @{x), que provavelmente serdo diferentes de zero. Logo @{x) ¢é um
polindmio de grau n — /.

Como
o ~=h(a) P, (x) _ A (x) P,(x)
Q(x)= 2 Py h(al)P,(al) + h(az)P,(az) + ..+
P (x) P (x)
e, ) it P ) i

Podemos perceber que Q(a,) = h(ay), Q(az) = h(az), ..., O(a,) = h(a,) e, portanto passa
nos pontos:

(a17h(a1))a(a2’h(a2))a"',(an ,h(an))

Assim @Q{x) é um polindmio do grau n — I interpolando os pontos acima.






