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Resumo

O presente texto corresponde as resolucoes das questoes da 2 lista de

célculo numérico computacional propostas pelo Prof® Tarcisio Praciano.

Resolucoes das questoes

Os critérios para todas as justificativas apresentadas para questoes neste texto ou

foram feitas na forma de enuciados apartir das definicoes sempre tomando como

base o item anterior ou foram desenvolvidas diretamente por calculos.

1.1 Polinémio de Taylor

1. Polinomio tangente:

a): Seja (1) dado por y = f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) = b+ m(z — a) portanto
podemos destacar y = b+ f’(a)(x — a) que representa a equagao tangente no
ponto (a,b), isto fica claro fazendo b = f(x) e m = f’(a). Portanto podemos

concluir que o item é verdadeiro.

b) e ¢): De a) e por definicdo de fungao derivavel, temos que se f nao for
derivdvel em um ponto (z = a), entdao nao existira reta tangente neste ponto,
pois o grafico é descontinuo no mesmo. Portanto pelos enuciados dos dois itens

podemos concluir que b) é falso e ¢) é verdadeiro.

d) Verdadeiro, pois pelo resumo tedrico temos que (1) é uma consequéncia
direta de (2) o que nos permite ver a relacao entre reta e polinomio tangente

para um mesmo contexto.
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e) e f): Pelo o que foi mostrado no resumo tedrico temos que: Dado o polindémio
P(x) = ap+ ai(x — a) se impusermos o sistema de equagoes (2) obteremos um
polinémio do 1° grau tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)), basta para
isso fazermos f(a) = ag e f'(a) = a1, 0 que nos permite equipara o formato

de reta e polinomio. Portanto podemos concluir que e) é falso e f) é verdadeiro.

2. Gréaficos com o Gnuplot: Supondo que f(x) = (z — 3)(x +2) e f'(z) =

(x — 3) + (x + 2) sejam respectivamente a funcao e sua derivada definidas

no terminal do gnuplot num ponto a = 2. Portanto temos:
a) e b) os comandos:

f(x) = (x=3)*(x+2)

df (x) = (x-3) + (x+2)
g(x)=f(a)+df(a)*(x-a) ; a = 2
plot £(x), g(x), O

definidos no terminal do gnuplot produz o grafico da reta tangete ao gréfico
de f no ponto (2, f(2)) e ndo produz erro. Portanto podemos concluir que a)

é verdadeiro e b) é falso. Veja figura 1.

c) verdadeiro, pois os comandos:

f(x) = (x-3)*(x+2)
df (x) = (x-3) + (x+2)
a=-3

g(x)=f (a)+df (a)*(x-a)
plot £(x), g(x), 0

a = -2
plot f(x), g(x), O
a =2

plot f(x), g(x), 0

produzem os graficos das retas tangentes ao gréfico de f nos pontos (a, f(a))
a € {—3,—-2,2}, mas s6 da para ver o ultimo. Veja figura 1 corresponde ao

ultimo gréfico.

d) verdadeiro, pois os comandos:
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Figura 1: grafico

f(x) = (x-3)*(x+2)
df (x) = (x-3) + (x+2)
a=-3

g(x)=f(a)+ df (a)*(x-a)
plot f(x), g(x), O
pause -2

a=-2

plot f(x), g(x), O
pause 2

a =2

plot f(x), g(x), O

produzem os graficos das retas tangentes ao gréfico de f nos pontos (a, f(a))
a € {—3,—-2,2}, e o comando (pause) permite ver os graficos desde que os co-
mandos sejam editados por exemplo no Word e em seguida copiados e colados

no terminal do gnuplot.

3. Polinomio tangente do segundo grau:

Seja P(x) = ag + ai(x — a) + az(z — a)* a equagdo (11) do polinémio de
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Taylor do 2° grau. Portanto temos:

a) e b): Fazendo = a obtemos:

P(z) = ap + a1 (z — a) + ag(x — a)* = P(a) = ag
P'(z) = a; +2a3(x —a) = P'(a) = o

P"(z) = 2ay = P"(a) = 2ay

Portanto podemos concluir que a) é verdadeiro e b) ¢ falso.

c) e d): temos que a equacao (11) é de um polinémio do 2° grau que passa
num ponto (a,ag) e com coeficiente angular a;. Portanto podemos concluir
que c¢) é falso a nao ser que consideracimos ag = b e d) é verdadeiro por a) e

pelo que foi dito acima.

e) ef): seja f uma fungao derivédvel até a 2* ordem de (11) temos que f e P pos-
suem valores em comum para x = a < P(z) = f(z) = ap, P'(z) = f'(z) = @
e P"(x) = f"(z) = 2ay portanto podemos concluir que o grafico da pardbola é
tangente ao grafico de f em (a, f(a)) e consequentemente com a mesma cur-

vatura. Portanto e) é falso e f) é verdadeiro.

g) e h): pelo que foi mostrado em { a) e b)} e { e) e f)} temos que P(x) =
f(x) = ap, P'(z) = f'(x) = ay e P'(x) = f"(x) = 2ay onde f e P possui
valor em comum para x = a e assim temos concavidades com mesmo sentido.
Portanto podemos concluir que g) é verdadeiro e h) é falso (pelo fato da Eq.
(13) estar errada).

i) e j): temos que o polinomio do 2° grau tangente ao grafico de uma fungao

f derivavel até a 2* ordem num ponto (a, f(a)) é dada por:

P(x) = ap+ai(x—a)+ax(x—a)? para P(a) = f(a) = ag, P'(a) = f'(a) = a; e
"

P"(a) = f"(a) = 2a3 = P(z) = f(a)+ f(a)'(z —a) + Tx(x—a)Q. Portanto

concluimos que i) é falso e j) é verdadeiro.

4. Gréficos com o Gnuplot: Supondo que f(z) = 23 +222+1, f'(z) = 32> +4z e
f"(x) = 6z+4, sejam respectivamente a fungao, sua derivada 1* e sua derivada

2% definidas no terminal do gnuplot num ponto a = 2. Portanto temos:
a) e b): os comandos:

f(x) = x**k3+2xx*x*k2+1
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df (x) = 3*kx*x2+4%x

ddf (x) = 6x*x+4

g(x)=f(a)+df (a)*(x-a) + 0.5%ddf(a)*(x-2)**2 ; a=2
plot f(x), g(x), O

definidos no terminal do gnuplot produz o gréfico da parabola tangete ao
grafico de f no ponto (2, f(2)) e ndo produz erro. Portanto podemos concluir

que a) é verdadeiro e b) é falso. Veja figura 2.
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Figura 2: grafico

¢) verdadeiro, pois os comandos:

f(x) = xk*k3+2kx*x2+1

df (x) = 3*kx*x2+4%x

ddf (x) = 6*xx+4

g(x)=f (a)+df (a)*(x-a) + 0.5xddf (a)*(x-a)**2

a=-3
plot f(x), g(x), O
a = -2

plot f(x), g(x), O
a=2
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plot f(x), g(x), 0

produzem os graficos das parabolas tangentes ao grafico de f nos pontos
(a, f(a)) a € {—3,—2,2}, mas sé da para ver o tultimo. Veja figura 2 cor-

responde ao ultimo grafico.

d) verdadeiro, pois os comandos:

f(x) = xk*k3+2kx*x2+1

df (x) = 3*kx*x2+4%x

ddf (x) = 6x*x+4

g(x)=f(a)+df (a)*(x-a) + 0.5xddf (a)*(x-a)**2

a=-3

plot f(x), g(x), O
pause -2

a= -2

plot f(x), g(x), O
pause -2

a=2

plot f(x), g(x), 0

produzem os graficos das parabolas tangentes ao grafico de f nos pontos
(a, f(a)) a € {—3,—-2,2}, e 0o comando (pause) permite ver os gréaficos desde
que os comandos sejam editados por exemplo no Word e em seguida copiados

e colados no terminal do gnuplot.

e): verdadeiro, pois teoricamente temos que a acoplagem de um médulo espa-
cial por exemplo na estacao espacial se dar por meio do polinomio de Taylor

de ordem 2 (aproximagao e precisao). Logicamente é necessario mais coisas!

5. Laboratdrio - nao sera corrigida - empreendedorismo e inovagao:

6. Tedrica - polinomio do terceiro grau tangnte: seja P(z) = A+ B(x —a) +

C(xz — a)?* + D(x — a)?® o polinomio de Taylor até a 3* ordem. Portanto:
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a): é verdadeiro, pois por defini¢do e seja f derivavel até a ordem 3 e P(z) =
A+ B(x —a)+ C(z —a)®*+ D(z — a)® o polinomio de Taylor até a 3* ordem.
Entao P(x) = f(z), P'(z) = f'(x), P"(x) = f"(z) e P"(x) = f"(z) onde P é
o melhor grafico de terceiro grau tangente a f em volta de x = a.

b): é verdade, pois de a) temos que P(z) = A+ B(z—a)+C(x—a)?*+D(z—a)?
e fazendo x = a. Entao:

Plx)=A+B(x—a)+C(x —a)®>+ D(x —a)® = P(a) = f(a) = A;

P'(z) = B+2C(x —a) + 3D(z — a)*> = P'(a) = f'(a) = B;

P"(z) =2C +6D(x —a) = P"(a) = f"(a) = 2C;

P"(z) = 6D = P"(a) = f"(a) = 6D; (observar que estou consertando o erro
de digitagao 6C).

concluimos que P é o melhor grafico que se ajusta ao de f até a terceira

derivagao.

c) e d): de b) e fazendo as substitui¢oes adequadas podemos concluir que
P(x) = f(a)+f’(a)(:v—a)+;f”(x—a)2+31'f”’(a) (z—a)® sendo assim a melhor
equacao do terceiro grau tangente ao grafico de f trés vezes continuamente
diferencidvel no ponto (a, f(a)). Entao c) é falsa e d) é verdadeiro (estou

consertanto o erro de digitagao na falta da poténcia 2 no terceiro termo).

7. Aplicagao formula de Taylor:
Seja f derivavel até a ordem n. O polinoémio P(z) = f(a) + f'(a)(x — a) +

1 1
gf”(a)(x —a)?+ ..+ jf(”)(a)(x —a)" denomina-se polindmio de Taylor de

ordem n, de f em volta do ponto (a, f(a)). Portanto:

a) e b): pelo que foi estabelecido acima e seja f(a) = sen(a) para a = 0,

temos:

F() = fa)+ £ (@)a —a) + 5 (@)@ — a4 5 (@) — )+ 5 f O o)
)+ 2O~ 0 + O )~ )P + 5D (a) o)
flx) = sen(a)—i—cos(a)(a:—a)—1'sen(a)(a:—a)Q—;!cos(a)(x—a)s—i-i!Sen(a)(m—
a)* + lcos(a) (x —a)® — —sen(a)(r — a)® — —cos(a)(z —a)”

5! 6! 7!
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f(z) = S€7L<0)+COS(O)(I—0)—lsen(O)(Z‘—O)2—lCOS(0)(CL’—0)3 lsen(())(x—

2! 3! 41
1 1 1
0)* + gcos(())(x —0)° — @sen(O)(x —0)% - ﬁcos(O)(x —0)°
1 1 1
flx)=o— gx + §x5 - ﬁx7

podemos concluir que a) é verdadeira e b) é falsa.

c) e d): pelo que foi estabelecido acima e seja g(a) = cos(a) para a = 0, temos:

o) = 9(a) + §'()(w — ) + 36" (@) 2 — @) + 6" (@) — 0 + 10V (@)~

W)+ 509 (0)a —a) + g®(@)(w —0)°+ 297 (@) e — ) + 59 (a) (- )

g(x) = cos(a)—sen(a)(x—a) —;cos(a) (ac—a)2+;!sen(a) (ac—a)3+41‘cos(a) (x—

a)* — —sen(a)(zx—a)® — —cos(a)(x—a)® + = sen(a)(x —a)"+ —cos(a)(z —a)®

7!

podemos concluir que c) é verdadeira e d) é falsa. A diferenca de grau entre
este item e o anterior se deve em ambos os casos por termos sen(0) = 0 o que
anula os termos. No primeiro caso quando consideramos a fungao sen(a) todos
os termos com grau pares desapareceram e no segundo caso ao consideramos

a funcao cos(a) todos os termos com grau impares desapareceram.

8. Aplicagoes:

(a) devemos calcular sin(0,1) de 7.a) temos:

f(z)—x—gx +§x5—ﬁx fazendo x =0, 1
1

P0,1) =0,1 — 31!(0, 1)? + 51!(0, 1)° — ﬁ(O, 1) fazendo os calculos obtemos:
P(0,1) =~ 0,0998334166468253968

pela calculadora sin(0,1) = 0,0998334166468281523. Portanto o erro é de
aproximadamente 2, 75549982137190952.1071°.
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(b) devemos calcular cos(0,1) de 7.c) temos:

glx)=1-— axQ + ax‘l - axG + st fazendo z =0, 1
P0,1) =1— 21‘(0, 1)? + Z1'(0, 1t — 61'(0’ 1% 4 81'<0’ 1)® fazendo os célculos
obtemos: P(0,1) ~ 0,995004165278025794

pela calculadora cos(0,1) = 0,995004165278025766. Portanto o erro é de

aproximadamente 2,79724160501260144.10'7.

9. A exponencial:
Seja F(z) = g(z) + if(x) definida por 7.a) e 7.b), onde i é a unidade ima-

ginaria. Portanto temos:

1 1 1 1 1
a) seja: f(x) =z — 5953 + ax{) - ﬁﬂ = fllx)=1- 3§$2 +5ax4 - 7ﬁx6 =
1 1 1
1— ixQ + aaf* — axG # g(x). Portanto falso.

b) verdadeiro, pois se usassemos um desenvolvimento de grau 9 para definir f

entao ' = g. veja:
s L s 1 2 14 / Lo 1 4
supondo: f(z) = — 2’ + =2’ ——a'+—2° = f'(r) =1-3=2"+5—a" —

3! 5! 7! 9! 3! 5!
L s I Ly 1y 1 g, 1 g
7ﬁx +9@x —1—§x +Ix—am +§x = g(x).
. 1 1 1 1 1 1
c) seja: g(x) =1— E.CEQ + ax‘* - axﬁ + gazg = ¢'(z) = —2533 + 45333 -
1 1 1
6&3:5 + 8§x7 =—x+ gx?’ — 59{:5 + ﬂmj = — f. Portanto verdadeiro.

d) é verdadeiro, pois pela derivada da soma temos que: F(x) = g(z)+if(x) =
Fix) = g'(x) +if'(x)

e) e f) por a), b) e ¢) temos: F'(z) = i(—ig'(x) + f'(x)) = i(if(x) + g(z)) =
iF(z) se, e somente se, desenvolvesemos f até o grau 9. Portanto e) é falso e

f) é verdadeiro.

g) e h) temos: F(z) = € = cos(z) + isin(x). Para F(z) = € = F'(x) =
ie"” = iF(x) e para F(z) = cos(z) + isin(x) = F'(z) = —sin(x) + icos(z) =

i*sin(x) + icos(x) = i(cos(x) + isin(z)) = iF(x). Portanto tal relacdo con-

hecida como férmula de Euler e verdadeira em g) e falsa em h).
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10. Derivadas Parciais:

Seja f uma funcao de duas variaveis diferencidvel no ponto (zg, o). Entao a

equagao do plano tangente no ponto (o, Yo, f(zo, %)) é:

z = f(xo,y0) + gi(%, Yo)(z — x0) + gi(ﬂﬁm Y0)(Y — Yo)

Portanto concluimos pelo que foi definido acima que:

a) é vedadeiro, pois o plano tangente no ponto (a,b,c) é:

z=f(z,y) =c+ A(x —a)+ B(y — b) (17)

b) é vedadeiro, pois de a) e fazendo A = gf
x

. . . of

¢) é vedadeiro, pois de a) e fazendo B = 90
Y

Usando a notagao da equagao (17) se z = g(z,y) tiver derivadas parciais

A= gi e B= az no ponto (a,b) entao:

d) é falso, pois para notagao em (17) deveriamos ter a equagao z = g(z,y) =
¢+ A(x — a) + B(y — b) como plano tangente ao grafico g no ponto (a,b,c) e
nao f(z,y) =c+ A(x —a) + B(y — b).

e) é falso, pois deveriamos ter a equagao z = g(z,y) = c+ A(z —a) + B(y — b)
como plano tangente ao gréafico g no ponto (a,b,c) e ndo f(z,y) = g(a,b) +
A(x —a) + B(y —b).

f) é verdadeiro, pois o plano f(z,y) = ¢+ A(x — a) + B(y — b) é paralelo ao
plano g(z,y) = ¢+ A(x — a) + B(y — b) no ponto (a,b,c). O paralelismo se

. . . . ) —
verifica pelos vetores normais aos dois serem iguais, ou seja nf X g = 0.

g) Pelo que foi estabelecido acima temos:
9] 0
2= g0, 0) + Az —a) + Bly—b) = 2 = gla, D)+ 5 (. D) (=) + 5 (0. b)(y )

escrevendo em forma de produto escalar vem:

%9 99 —1).[(z,y,2) — (a,b,g(a,b))]. Portanto (A, B,—1) = (

(29 99 dg 0Og
oy’ Ox’

@, %, —]_) (&
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o vetor normal ao Vg(z,y) no ponto (a,b, g(a,b)). Concluimos que o item é

verdadeiro.

h) é verdadeiro por defini¢ao de reta tangente em (R — i) e plano tangente
em (R — R).

11. Derivadas Parciais:

sabendo que as derivadas de z = F(x,y) derivdvel no ponto (1,2) sao o = 2
T
oF

dy
A equagao do plano tangente no ponto (1,2, F(1,2)) é

=3 e F(1,2) = —5. Supondo F diferencidvel. Portanto temos:

z=F(r,y) =—-5+2x—-1)+3(y—2)

Portanto a) é falso; b) é verdadeiro e c) é falso.

d) é verdadeiro, pois na verdade G ou é paralelo ou coincide com F' no ponto
(1,2, F(1,2)).
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