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1 Resumo tedrico.

Objetivo Induzir o uso do gnuplot. Em quase todas as questoes se espera que
vocé use gnuplot para visualizar os graficos e aprender a usar o programa.
Relembrando: Férmula de Taylor A equacao da reta tangente

y=f()=f(a)+ f(a)(z —a) =b+m(z—a) (1)

é a equagao de um polindomio do primeiro grau tangente ao grafico de f, no
ponto (a, f(a)), é conseqiiéncia do sistema de equagoes

Pla) = f(a)
[P0 70 #

que permite calcular os coeficientes de um polinémio desconhecido,
P(xz) =b+m(z—a)

para que seu grafico seja tangente ao gréfico de f no ponto (a, f(a)).

y=fla)+f'(a)(x —a) =b+m(z — a) = P(x) ®3)

é a equagao de um polinémio do primeiro grau tangente ao grafico de f.

Veremos, nos exercicios, como esta esta expressao se generaliza para obter-
mos a equacao de um polinomio de grau qualquer que é o “melhor” polinémio
tangente ao grifico de f, no ponto (a, f(a)). Depois vamos passar ao caso mul-
tivariado seguindo a mesma construgao, mas neste caso aparecem as derivadas
parciais que formam a derivada de uma fungao multivariada. O caso inicial é o
plano tangente, que é o homolégo da reta tangente do caso univariado.

(a,b, Ag) = (a,b,c) = (a,b, f(a,b))

A seqiiéncia de equacoes,

Ao = f(& b) (4)

A= %‘(a,b) (5)

A1 = 3—£\<a.b) (6)
z—Ag=A11(r —a) + Ai2(y —b) (7
fo(aﬂb):%‘(a,b)(xfa)+%‘(a,b)(yfb) (8)
2= f@h) = Zlww Hlawn | < v_b ) ©)

dx
dz = [ %l(a,b) Z—g\(a,b) } ( dy ) (10)

mostram como podemos obter a equagao do plano tangente ao grafico de um
fungéo no ponto (a, b, f(a,b)) = (a,b, c).

Se vocé efetuar o ultimo produto de matrizes que se vé na equagao (10), o
resultado serd o que é chamado nos livros de Célculo “diferencial total’, uma
matriz de diferenciais totais, que é a derivada, que os nossos antigos nao reco-
nheceram como tal.

Na seqiiéncias de equagoes que comega com equac¢ao (4) vocé tem os passos
para a construgao do plano tangente ao gréfico de uma funcao diferencidvel
bivariada, é a formula de Taylor para o caso multivariado. No caso multivariado
raramente passamos do primeiro grau.

O comando do gnuplot para fazer graficos de fungoes de duas varidveis é
splot

splot f(x,y)

palavras chave:aproximagao linear, aproxim¢ao polinomial, férmula de Tay-
lor, gnuplot, média aritmética ponderada, polinomio de Taylor, polindomio tan-
gente.

2 Polinémio de Taylor
1. Polinomio tangente

(a) (V)[]E)[] A equagdo (1) é de uma reta que passa no ponto (a,b)

com coeficiente angular f'(a).

(b) (V)[ J(F)[ ] Como a equagao (1) é a equagdo de uma reta que passa no
ponto (a,b) com coeficiente angular f’(a) entao ela determina uma
reta tangente ao gréafico da fungao f no ponto (a, f(a) e isto é possivel
mesmo que f nao seja derivavel no ponto = = a.



(¢) (V)[J(F)[] Como a equagao (1) é a equagao de uma reta que passa no
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2. Gréficos com gnuplot Suponha que vocé tenha definido as equagoes f(x), df ()

=

ponto (a,b) com coeficiente angular f’(a) entao ela determina uma
reta tangente ao grafico da fungao f no ponto (a, f(a) e isto somente
é possivel se f for derivavel numa vizinhanga do ponto x = a.

VI(FE)[] A equagao (1) é de um polinémio P do primeiro grau

satisfazendo ao sistema de equagoes (2).
(V)[1(¥F)[ ] Dado o polinémio

P(x) = ap+ a1(z — a)

se impusermos o sistema de equagoes (2) se obtém um polindémio do
segundo grau tangente ao grifico de f no ponto (a, f(a)).

(V)[](F)[ | Dado o polinémio

P(x) =ap +a1(z —a)

se impusermos o sistema de equagoes (2) se obtém um polinomio do
primeiro grau tangente ao gréfico de f no ponto (a, f(a)).

de uma funcao derivavel e de sua derivada num terminal do gnuplot

(a) (V)[](F)[ ] A seqiiéncia de comandos

(b

)

~

g(x) = f(a) + df(a)*(x-a)
plot f(x), g(x) , O

produz o gréfico da funcao f e da reta tangente ao gréfico no ponto
(a, f(a)).
(V[ J(F)[ ] A seqliéncia de comandos

g(x) = f(a) + df(a)*(x-a)
plot £(x), g(x) , O

produz um erro no terminal grafico do grnuplot porque a variavel a
nao estd definida.

(V[ 1(F)[ ] A seqiiéncia de comandos

a = -3
g(x) = f(a) + df(a)*(x-a)
plot £(x), g(x) , O

a = -2
plot f(x), g(x) , O
a=2

plot £(x), g(x) , O

produz os graficos das retas tangentes ao grafico de f nos pontos
(a, f(a)) a € {—3,—2,2}, mas, possivelmente, vocé somente consegue
ver apenas o tultimo.

(d) (M)[J(F)[] A seqiiéncia de comandos

a=-3

g(x) = f(a) + df(a)*(x-a)

plot £(x), g(x) , O

pause -2

a = -2

plot £(x), g(x) , 0

pause -2

a=2

plot £(x), g(x) , O

produz os graficos das retas tangentes ao grafico de f nos pontos
(a, f(a)) a € {=3,-2,2}, e 0 comando “pause -2” permite que vocé
veja a sequéncia gréfica acionando enter.

3. Polinémio tangente do segundo grau

P(x) = ap + a1(x — a) + as(z — a)? (11)

(a) V)[E)[] A equacdo (11) é de um polinomio P do segundo grau

(b

=

—

satisfazendo ao sistema de equagoes

Pa)= ap
P'(a)= (12)
P'(a) = 2as

VIE)][] A equagao (11) é de um polinémio P do segundo grau

satisfazendo ao sistema de equagoes

P(a) = ao
P(a)= a (13)
P'(a)= %

VI 1FE)][] A equagao (11) é de um polindémio do segundo grau que

passa no ponto (a,b) com coeficiente angular a;.

V) 1(F)][] A equagao (11) é de um polindémio do segundo grau que
passa no ponto (a, ag) com coeficiente angular a;.

(V)[1(F)][] Como a equagao (11) é a equagao de uma pardbola que
passa no ponto (a,b) com coeficiente angular f’(a) entdo ela deter-
mina o grafico de uma pardbola tangente ao gréifico da fungao f no
ponto (a, f(a)) e isto é possivel mesmo que f nado seja derivivel no

ponto x = a.

(V)[ J(F)[ ] Como a equacao (11) ¢ a equacdo de uma pardbola que
passa no ponto (a,ap) com coeficiente angular a1, se houver uma
fungao f duas vezes derivavel continuamente, entao o gréafico desta
pardbola serd tangente ao gréafico da fun¢ao f no ponto (a, f(a) se e
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somente se ag = f(a),a1 = f'(a). Se, também, 2as = f”(a) entéo a
curvatura da parabola coincide com a curvatura da fun¢ao no ponto
(a, f(a)).

(V)[1(¥F)[ ] Dado o polinémio

P(x) =ap+ a1(z — a) + ax(x — a)2

se impusermos o sistema de equagoes (13) completando cada equagdo,
respectivamente, com uma das condigdes (neste ordem)

f(a), f'(a), f"(a)

se obtém um polinomio do segundo grau tangente ao grafico de f no
ponto (a, f(a)) que também guarda a concavidade de f neste ponto.

(V[ (F)[ ] A equagao do “melhor” polindémio do segundo grau, tan-

gente ao grafico de uma funcao f duas vezes continuamente dife-
rencidvel no ponto (a, f(a)) é

P(x) = f(a) + f'(a)(@ = a) + f"(a)(x — a)?

WV 1(F)[] A equagio do “melhor” polindémio do segundo grau, tan-

gente ao grafico de uma fungao f duas vezes continuamente dife-
rencidvel no ponto (a, f(a)) é

//(a)

P@) = f(a) + f'(@)(a - a) + 52w — a)2

4. Gréaficos com gnuplot Suponha que vocé tenha definido as equagoes

f (@), df (z), ddf ()

de uma funcdo! suficientemente derivével, de sua derivada e de sua se-
gunda derivada, num terminal do gnuplot

(a) (V)[](F)][] A seqiiéncia de comandos

=

P(x) = f(a) + df(a)*(x-a) + 0.5%ddf (a)*(x-a)**2
plot £(x), g(x) , O

produz um erro no terminal do gnuplot, porque a variavel a nao esta
definida.

(V) 1(F)[ ] A seqiiéncia de comandos

a = -3;
P(x) = f(a) + df(a)*(x-a) + 0.5%ddf (a)*(x-a)**2;
plot £(x), g(x) , 0;

1Observe que df (), ddf (x) é apenas notacio, gnuplot nao sabe calcular derivadas.

produz o grafico da pardbola tangente ao grafico de f no ponto
(a, f(a)).

(V[ J(F)[ ] A seqtiéncia de comandos

—
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P(x) = f(a) + df(a)*(x-a) + 0.5%ddf (a)*(x-a)**2

a=-3
plot £f(x), g(x) , O
a = -2
plot £(x), g(x) , O
a=2

plot £(x), g(x) , O

produz os graficos das pardbolas tangentes ao grafico de f nos pontos
(a, f(a)) a € {—3,—2,2}, mas, possivelmente, vocé somente consiga
ver o tltimo.

(V[ 1(F)][ ] A seqiiéncia de comandos

P(x) = f(a) + df(a)*x(x-a) + 0.5%ddf (a)*(x-a)**2
a=-3

plot f(x), g(x) , O

pause -2

a=-2

plot f(x), g(x) , O

pause -2

a =2

plot f(x), g(x) , O

(d

=

produz os graficos das pardbolas tangentes ao grafico de f nos pontos
(a, f(a)) a € {—3,-2,2}, e 0 comando “pause -2” permite que vocé
veja a sequéncia gréfica acionando enter.
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(V)[1(F)[ ] Esta questao contém os rudimentos tedricos para conduzir

um médulo a ser acoplado, no espaco, & estagdo internacional’.

5. Laboratério Esta questdo nio serd corrigida®. Usando diferentes funcoes
(equagodes) (sugestao, 100), obtenha o grafico, como gnuplot de polinomios
do segundo grau, tangentes aos graficos destas func¢oes em distintos pontos
do dominio. Aprenda a fazer um “video” com gnuplot que mostre os
polinémios tangentes aparecerem em sucessao. Monte uma empresa junior
e venda os videos (nao esquecendo de me enviar a minha percentagem).

6. Tedrica - polindmio do terceiro grau tangente que “memorize” até a deri-
vada de terceira ordem*de uma funcdo f suficientemente derivavel.

P(z)=A+B(z—a)+C(z —a)*+ D(z — a)? (14)

Zhttp://en.wikipedia.org/wiki/International Space_Station
30 professor acredita no sua capacidade de “empreendorismo e inovagio”
4f(a) é dito ser a derivada de ordem zero, discuta isto com o professor.



(a) (V)[I(F)[] Se as derivadas de P coincidirem até a terceira ordem

com as derivadas de f entao
P(a) = f(a); P'(a) = f'(a); P"(a) = f"(a); P"(a) = f"(a); (15)

entao o grafico de P é o “melhor” grafico, de polinomio do terceiro,
que se ajusta ao grafico de f até a terceira ordem de derivagao, numa
vizinhanca do ponto z = a.
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WMI1FE)[] Se f for uma fun¢do suficientemente derivdvel, P for
o polinomio da equagao (14), se as derivadas de P satisfizerem as
condigoes
Pla) = f(a) = 4; P(a) = f'(a) = B;
P//(a) — f//(a) — C: P///(a) — f///(a) — D;

entdo o P é polinomio de Taylor de grau trés de f desenvolvido no
ponto a.

—
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WMI1FE)[] Se f for uma fun¢do suficientemente derivdvel, P for
o polindmio da equagdo (14), se as derivadas de P satisfizerem as
condigoes
P(a) = f(a) = A; P'(a) = f'(a) = B;
P'(a) = ["(a) = 2C; P""(a) = ["(a) = 6D
entdo o P é polinomio de Taylor de grau trés de f desenvolvido no
ponto a.

It

=

(M) J(F)[] O polinémio de Taylor do terceiro grau, tangente ao

grafico de uma fungdo f trés vezes continuamente diferencidvel no
ponto (a, f(a)) ¢

P(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + ["(a)(z — a) + f"(a)(z — a)®
WV 1(F)[] O polinémio de Taylor do terceiro grau,, tangente ao

grafico de uma fungdo f trés vezes continuamente diferencidvel no
ponto (a, f(a)) é

P@) = f@) + (@)@ =) + 5@ =)+ 2" (0) @ - )

—
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7. Aplicagao: férmula de Taylor

(a) O desenvolvimento de Taylor de grau 7 (um polinémio de grau 7)
para sen(z) no ponto x =0 ¢

1 . 1 1
Q(J?) =x+ ixd + 51?5 + ﬁﬂ?7

(b) (V)[ J(F)[ ] O desenvolvimento de Taylor de grau 7 (um polindémio de

grau 7) para sen(x) no ponto x = 0 é

1 1, 1
Q(J:):z—ﬁxg-i-ax‘ —ﬁaﬂ

(¢) (V)[](F)[ ] O desenvolvimento de Taylor de grau 8 (um polinémio de

grau 8) para cos(x) no ponto x = 0 é

o1t a1l e 1 os
Plx)=1+ s + % + Tk + Tk

(d) (V)[J(F)[] O desenvolvimento de Taylor de grau 8 (um polinémio de

grau 8) para cos(z) no ponto x =0 é

Lo 1e, 15
TR TR TR T

Encontre uma explicacdo para a diferenca de grau entre o caso do

coseno e do sen.

Observagao 1 Aplicagio As calculadoras trazem P,Q para serem
usadas em lugar de sen, cos apenas, talvez, com graw um pouco maior.
O mesmo ocorre com o algoritmo das linguagens de programagdo.

O programa exer02_06.calc resolve esta questdo e pode ser encon-
trado na pdgina da disciplina no link “programas/antigos”.

8. Aplicacoes Esta questao nao vai ser corrigida, é do tipo laboratério, vocé

vai fazer experiéncias para ver o que estd acontecendo. Nos itens 7b, 7d,
identifiquei polindmios como sendo “seno” e “coseno” e vocé sabe que isto
nao é verdade, estas fungoes nao sa@o polinomiais.

(a) Calcule o valor aproximado de sen(0.1) usando a férmula de Taylor
de ordem 7. Calcule o erro ocorrido usando o valor oferecido por uma
calculadora.

(b) Calcule o valor aproximado de cos(0.1). Calcule o erro ocorrido
usando o valor oferecido por uma calculadora.

O programa exer02_08.calc, escrito em calc resolve esta questao
para com expansao de Taylor de grau 21 e 20.

9. A exponencial Usando a notagao das questoes 7b e 7d, defina

F(z) = P(z) +iQ(x)

em que i é a unidade imaginéria, portanto apenas uma constante, sem
complezos...
(a) V)[]F)[]P" = —Q. Este resultado sugere que a férmula a dc‘:i—i(z) =

—sen(z) seja verdadeira.
(b) (V)[J(F)[] A derivada de @ néo é P mas se usassemos um desenvol-
vimento de grau 9 para definir @ entdao Q' = P. o que sugere que a

formula 22¢7®) — co5(x) seja verdadeira.



(c) (V)[](F)[] Os desenvolvimentos de sen, cos no ponto zero (e outro
ponto qualquer) podem ser arbitrdrios porque estas fungdes sio in-
definidamente derivaveis. Considerando @, P dois desenvolvimentos

de ordem arbitraria® podemos concluir que

o) _ _pene) 5 22 — con() (1)
5 _Q(a) w —senfs) s B9~ Pla) weos(a) (1)

—
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=

(V)[1(F)[ ] Os desenvolvimentos de sen, cos no ponto zero (e outro
ponto qualquer) podem ser arbitrdrios porque estas fungdes sao in-
definidamente derivaveis. Considerando @, P dois desenvolvimentos

de ordem arbitraria podemos concluir que
F(z) = P(z) +iQ(z) = F'(z) = P'(z) +iQ' () (18)

(e

g

(V)[1(F)[ ] Os desenvolvimentos de sen, cos no ponto zero (e outro
ponto qualquer) podem ser arbitrdrios porque estas fungoes sao in-
definidamente derivaveis. Considerando @, P dois desenvolvimentos

de ordem arbitraria podemos concluir que
Fl(z) = i(=iP'(z) + Q'(2)) = i(iQ(z) + P(z)) = iF(z) ~ (19)

(f

=

(V)[ J(F)[ ] No Cdlculo vocé viu que existe uma tnica fun¢ao G com

a propriedade G’ = kG, a derivada é um miiltiplo da fungdo por uma
constante como F'(z) = iF(x) entdo F(x) = e = cos(z) + isin(z)
a famosa férmula de Euler.

10. Derivadas parciais A equagao do plano que passa no ponto (a, b, c)

(a) (V)[](F)[ ] Por comparagao com a equacao da reta,

z—c=A(x—a)+B(y—b) (20)
z=c+ Az —a)+B(y—b) (21)

“é a equagdo do plano que passa no ponto (a,b,c) com coeficientes
angulares parciais A, B”.

Redefinindo a equagao do plano, (21), para entrar em acordo com
gnuplot, podemos escrever

z=f(z,y)=c+Alx—a)+B(y—b) (22)

(b) (V)[](F)[ ] Usando a notagao da equacao (22) g—ﬁ =A
(¢) (V)[](F)[] Usando a notacdo da equagio (22) % =B

5Quer dizer, aumentamos a ordem dos desenvolvimentos conforme seja necesséario como fiz
numa questao acima.

(d) (V)] ](F)[ JUsando a notagao da equagdo (22) se a funcéo z = g(z,y)
tiver derivadas parciais

99 _ 4.9 _

ox oy

no ponto (a, b) entdo o plano de equagdo
z=f(@,y)=c+Alx—a)+ By —b)

¢é tangente ao gréafico de g no ponto (a, b, c).

B

(e) (V)[](F)[] Usando a notagao da equacao (22) se a funcdo z = g(z,y)
tiver derivadas parciais
99 99
YG_pa.- Y B
Oz " Oy

no ponto (a,b) entdo o plano de equacao
z = f(,y) = g(a,b) + A(z —a) + B(y — b)
é tangente ao gréafico de g no ponto (a, b, g(a, b)).
() (V)[1(F)] ] Usando a notagio da equagdo (22) se a fungéo z = g(x,y)
tiver derivadas parciais % =A; g—z = B no ponto (a,b) entdo o
plano de equagao

z=f(z,y)=c+ A(x —a)+ B(y — b)

é paralelo ao plano tangente ao gréifico de g no ponto (a, b, c).
(&) MIIE)[] Se a fungdo z = g(z,y) tiver derivadas parciais Z—g =

A g—g = B no ponto (a, b) entdo o vetor

dg dg
A B,—-1)= (= - —1
(4, B,-1) (6, |(a1b)7ay|(a1b), )

xr

é perpendicular & superficie graf(g) no ponto (a, b, g(a,b)).

E

(V)[ J(F)[ ] Dizer que uma fungdo univariada, h tem derivada no
ponto z = a, significa que, em qualquer ponto de uma vizinhanca de
(a, h(a)) existe uma reta tangente ao grafico da funcio neste ponto,
equivalentemente, se uma funcao bivariada H tiver derivada no ponto
(z,y) = (a,b) significa que, em qualquer ponto de uma vizinhanga
de (a,b, H(a,b)) existe um plano tangente ao grafico da fungao neste
ponto.

11. Sabendo que as tazas de variacdo parciais (derivadas) de z = F(z,y) no
ponto (a,b) = (1,2) sao

OF OF
%|(1,2>) =2 %‘(1,2)) =3

e que F(1,2) = —5 e supondo F diferencidvel



(a) (V)[](F)[] A equagao do plano tangente no ponto (1,2, F(1,2)) é

z—5=2x—-1)+3(y—2)

(b) WIE)[]

A equagao do plano tangente no ponto (1,2, F(1,2)) é
z+5=2(x—-1)+3(y—2)

() MUE)[]

A equacio do plano tangente no ponto (1,2, F(1,2)) é
z2=G(z,y)=-5+2(x—-1)+3(y—2)

(d) V)[1(E)[] G(1.1,2.1) é um valor aproximado de F(1.1,2.1) sendo
G a equacao do plano tangente no ponto (1,2, F(1,2)). Dizer que
o valor é aproximado nao exclii a possibilidade de que o erro seja

grande.



