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Por favor, prenda esta folha de rosto na sua solugao desta lista,

0 sua opgao for pelo método medieval, ela

sera usada na correcao. Mas dé preferéncia a escrever um documento

eletronico e entregar na pagina da disciplina. Escrever em papel gera
lixo e agride ao meio ambiente.

1.1 Resumo tedrico.
Relembrando: Férmula de Taylor A equacio da reta tangente
y=f(x) = f(a) + ['(a)(x —a) = A+ B(z —a) (1.1)

6 consequéncia do sistema de equagdes

P@)= f@
(P 79 2
que permite calcular os coefici de um polindmio desconl

P(a) = A+ Bz —a) 13)

para que ele seja tangente ao grafico da fungio f no ponto (a, f(a)).

y= 1) + ['@)(z —a) = A+ Bl —a) = Pla) (14)

é a equagao de um polindmio do primeiro grau tangente ao grafico de f. Ve-
remos, nos exercicios, como esta esta expressao se generaliza para obtermos a
equagdo de um polinomio de grau qualquer que é o melhor polindmio tangente
a0 grdfico de f, no ponto (a, f(a)) e depois vamos passar ao caso multivari-
ado seguindo a mesma construgao, mas agora aparecem as derivadas parciais
que formam a derivada de uma fungio multivariada. O caso inicial é o plano
tangente:

(a) Ache o desenvolvimento de Taylor para f(x) = sen(z) no ponto x =
de ordem 7 (gran 7) (um polinémio de grau 7).

(b) Ache o desenvolvimento de Taylor para g(x) = cos(x) no ponto x = 0
de ordem 8 (grau 8), (um polinémio de grau 8). Analise porque a
diferenca de grau entre este item e o anterior.

(¢) Caleule a derivada? de g(x) + i f(x), com os polinémios encontrados
no item anterior. Verifique que o resultado pode ser interpretado
como

Fl(z) = (g(x) +if(2)) = i(g(x) +if (x)) = iF (v) (1.14)

(d) No Calculo vocé viu que existe uma tinica fungao com a propriedade
f"=kf, a derivada ¢ um miltiplo da fun¢io. Qual ? Conclua por
uma conhecida (¢ famosa) férmula para a equagao (14)

As calculadoras trazem f, g para responder com sen, cos quando vocé
aperta o botao destas funcoes trigonométricas, apenas com um grau
um pouco maior do que 8, possivelmente 17.

O programa exer02.06. calc resolve esta questiio, e vocé pode en-
contrd-lo na pagina no link “programas”.

IS

. Aplicagdes
(a) Caleule o valor aproximado de sen(0.1) usando a férmula de Taylor
de ordem 7. Compare o resultado, indicando o erro ocorrido usando
uma caleuladora.
(b) Caleule o valor aproximado de cos(0.1). Compare o resultado, indi-
cando o erro ocorrido usando uma caleuladora.

Derivadas parciais introdugiio tedrica A equagiio de plano que passa no
Ponto (¢, b,¢) & por comparagao com a equagdo da reta,

z—

A(z—a)+ By —b) (1.15)
r=c+ Alw—a)+ Bly —b) (1.16)

(a) Caleule as derivadas parciais de = = f(x, y) na equagio (16).

(b) Justifique a afirmagdo seguinte usando os conceitos “tangente”, “co-
eficiente angular” dentro de uma pequena redacio.
Se o plano cuja equagio estd em (15), for tangente ao grifico de
wma fungio no ponto (a,b, f(a,b)) entdo a equagio do plano seria,
atualizando os valores de c, A, B numa das equagoes (15) ou (16):

z— f(a,b) = A(x —a) + B(y — b) (1.17)
=fla.b)+ Y@ —a)+ Sy -b) (1.18)

20 niimero i que aparece na expressio abaixo, ¢ apenas um mimero complexo, e as contas
funcionam com eles como com qualquer mimero real, sem preconceitos ou complexos

Ao = f(a,b) (L1.5)

Arr = (1.6)

Az = %\(a.b) (1.7)

2= Ag=Ana(w—a)+ A1y —b) (1.8)

2= f(a,b) = §lapy (@ — @) + Llapy (v — ) (1.9)
= 1@h)+ [ Hlaw Elan | ( ) ) (1.10)
dz= [ Hlawy FElan } ( Z: ) (1.11)

Se vocé efetuar o ltimo produto de matrizes, vai aparecer a formula que os
livros de Célculo chamam de em diferencial total.

E a equagiio do plano tangente, é um polinémio bivariado do primeiro grau
tangente ao grafico de uma fungao.

No caso multivariado nao passamos do primeiro grau. O comando do gnuplot
para fazer graficos de fungdes de duas varidveis ¢ splot.

palavras chave: Polinomio de Taylor multivariado, plano tangente, média
aritmética ponderada.

1.2 Polinémio de Taylor

1. Teérica - polinomio do segundo grau tangente Expanda as equacdes (2),
(3) para encontrar as equacoes de uma parabola (polinomio do segundo
grau) tangente ao grafico de f, memorizando também a curvatura (se-
gunda derivada)

P(z) = A+ B(x —a) + C(x — a)? (1.12)

Um polinémio desenvolvido! no ponto x = a. Observe que vocé deve ter-
minar os valores dos cocficientes A, B, C' de forma adequada.

»

Teérica - polinomio do terceiro grau tangente Expanda as equagoes (3),
(4) para obter as condi¢oes que fagam de

P(z) = A+ B(z — a) + C(z — a)* + D(z — a)® (1.13)

um polinémio do terceiro grau, tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)).

Descreva as equagoes para determinarmos os coeficientes 4, B, C, D.

3. Aplicagdo - Férmula de Taylor

Tnovamente, um polinomio desenvolvidono ponto x = a

(c) Considere uma fungéo
2= f(z.y) (119)

que seja derivavel numa vizinhanga do ponto (a,b, f(a,b)). Entao
ela tem um plano tangente® no ponto (a,b, f(a,b)), semelhante ao
caso da funcio univariada com a reta tangente. Identifique entre
as equagdes a equacdo do plano tangente ao grafico de f no ponto
(a,b, f(a,b)) e justifique sua escolha.

el

Sabendo que as taxas de variagio parciais de 2 = f(z,y) no ponto
(1,2) sdo

eque f(1,2)
i. Escreva a equagio do plano tangente ao gréfico de f no ponto
(1.2,£(1.2))

ii. calcule aproximadamente

-5

F(11,2.1)

=

Férmula de Taylor multivariada de grau 1 Observe que a equagio do
Plano tangente pode ser escrita de forma semelhante 4 equacdo da
reta tangente. Encontre as semelhancas e escreva a formula de Taylor
multivariada de grau 1. Vocé vai precisar de um produto de matrizes
(ja ouviu falar do gradiente, da jacobiana ?). Em suas justificativas
use estas palavras, gradiente, jacobiana.

6. Polinomio Esta é uma variante do método polinémio de Taylor. Podemos
encontrar um polinémio que memoriza as informagdes de uma funcao de
forma parecida com o polinémio de Taylor, mas usando informacoes em
dois pontos.

(a) Encontre um polinémio P desenvolvido no ponto 2 = a tal que
e P(a) = f(a); P'(a) = f'(a)
o P(b) = f(0): P'(b) = f'(b)
em que [a,b] 6 um intervalo em que f estd definida e ¢ derivavel.

Sugestao: escreva a expressio de um polindémio desenvolvido no ponto
-

(b) Aplicagiio Encontre polinémios tal que

el, como no caso univariado dizer que tem
derivavel

3Esta afirmagio equivale a dizer que f ¢ der
uma reta tangente equivale a dizer que fung?




Faca os gréficos destes polinomios.
(c) Média aritmética ponderada Tudo que sabemos sobre uma fungiao
continua
fifab] =R (1.20)
é que f(a) = —=3; f(b) = 9. Suponha além disto que a < 0 < b.
Decida quais das afirmacdes abaixo sio verdadeiras ou falsas justifi-
cando a sua decisao:

f pode nunca se anular no intervalo [a, b];

. em algum ponto ¢ € (a,b) temos f(c|
iii. f(0) =0;
iv. uma boa hipétese! para o valor f(0) é

Sb) + f(a),
U

«

. uma boa hipétese para o valor f(0) é

S +tf(a); s =
vi. uma boa hipétese para o valor f(0) é

sfla) +tf(b); s =

S,

ii. A integral de f é positiva;
viii. A integral de f pode ser positiva;

ix. A integral de f pode ser negativa;
x. A integral de f é negativa;
xi. Em algum ponto ¢ € (a,b) tem-se
ey = L0~ f(a)
o)==
xii. Se f for uma fungao diferencidvel, em algum ponto ¢ € (a,b)
tem-se 1) - 1@
o — fla
1o =121

(d) Valor experimental Vocé selecionou na questao anterior, por alguma
razao, um dos itens

“Discuta com o professor o significado de “hipétese”, serd uma verdade, pode ser um

axioma.

i. uma boa hipétese para o valor f(0) é

sf(b)+tf(a); s= o

ii. uma boa hipétese para o valor £(0) é

sf(a) +tf(

Faca o grafico de f, escolha a fungo, o intervalo, use gnuplot e
experimente as duas hipGteses, analise a decisio que vocé tomou an-
teriormente 1 alterando-a. Justifique a sua decisio.




