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Calculo Numérico Computacional Lista no. 10
Integral aprox e eq. diferenciais tarcisio@member.ams.org
T. Praciano-Pereira Dep. de Matematica

alun@:
Univ. Estadual Vale do Acarau 30 de marco de 2008

Por favor, prenda esta folha de rosto na solugao caso vocé prefira
entregar pelo método medieval, deixando-a em branco. Ela sera
usada no relatério.

O professor estara disponivel para atender duvidas, por e-mail, todas as
tardes entre 13:30 e 17:00 horas, quando responderd de imediato. Também
é possivel obter uma resposta imediata no horario 20:00h a 01:30h. Se vocé
tiver conta no gmail é possivel conversar on-line comm o professor nos horério
indicados.

Tempo estimado para esta lista: 12 horas de trabalho, ou seja, trés dias de
trabalho dedicando quatro horas de trabalho em cada dia, ou alternativamente,
6 dias de trabalho com uma dedicagao diaria de duas horas de trabalho na lista,
uma forma bem séria de passar a semana santa.

Data da publicacao da lista: Sabado, 15 Marco de 2008

Data de entrega: 24 de Marco de 2008

1 Orientacao

Observe que vocé vai entender os tépicos na medida em que vocé execute os
experimentos. Ler, apenas, de nada adiantara.

objetivo: Tutorial para oferecer ao estudante uma oportunidade de executar
experimentos com gnuplot e calc para entender o cdlculo aproximada da inte-
gral e das solugbes (aproximadas) de equagoes diferenciais de primeira ordem.

1.1 A integral

Nesta lista-tutorial, vocé vai ser conduzido a compreensao do célculo da integral
aproximada. Vou comegar pelo método menos efetivo, e histérico, que, entre-
tanto, esta por baixo dos outros métodos mais efetivos, a soma de Riemann,
seria interessante que voceé fizesse uma busca na Internet com a palavra “Rie-
mann”. Uma alteracao da soma de Riemann que foi muito importante na época
dos cédlculos manuais é a regra do trapésio. Em ambos os casos se considera uma
malha no intervalo de definicao de uma fungao para obter sua integral aproxi-
mada, no caso das somas de Riemann com retangulos, na regra do trapésio, com
trapésios em lugar dos retangulos. Estes métodos sao pouco efetivos porque um
bom resultado somete pode ser obtido com malhas finissimas.

Melhor que trapésios, interpolagao linear, sao as interpolagoes polinémiais de
grau maior do que 1 (interpolacao linear ¢ interpolacao polinomial de primeiro
grau) hd um método que nao vou descrever, o método de Simpson porque é uma
aproximagao polinomial do segundo grau e vou passar direto para aproximagao
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do terceiro grau que é mais efetiva, e que nds estamos usando ha algum tempo,
agora vamos automatiza-la.

1.2 Equagoes Diferenciais

Vamos resolver, aproximadamente, uma equacao diferencial chamada “exata”,
que ¢é da forma

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (1)

com duas “varidveis”, mas poderia ser com trés “varidveis”. Se vocé calcular a
derivagao implicita de uma fungao

z=F(z,y); (2)

dz = %Edx + %—fjdy; (3)
P(z,y) = % ;Q(x,y) = 4& (4)
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (5)

vocé vé, compare as equagoes (2)-(5), qual é a solugao de uma equagao diferencial
exata: procuramos a funcdo z = F(x,y) cujas derivadas parciais sao P, Q.

Mas na equagao (5) tem apenas duas varidveis, quer dizer que é um objeto de
dimensdo'l e como a derivada produz um objeto de dimensdo 1 que é tangente
ao grafico de uma fungao, a conclusao é a de que estamos procurando uma reta
tangente a uma curva. Na verdade a equagao (5) se obtém quando derivamos
implicitamente a expressao

F F
F(x,y)=r1; (Z—xdx—F(Z—ydy:O (6)
Na equagao (6) temos uma curva de nivel e a derivada implicita representa a reta
tangente a esta curva de nivel em um ponto. O gréfico na figura (1), pagina 2,
mostra, com um grande erro, o que significa obter esta aproximagao com uma

Ponto de precisédo

AN

Também chamada
condicéao inicial
_ _ 77/

(a,b)

Uma poligonal com tres lados
Figura 1: Aproximacio poligonal de uma equagao dif exata

poligonal. No ponto (a,b) foi encontrada a reta tangente, usando a equagao

IDiscuta esta questdo da dimensdo com o professor.
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diferencial, sobre esta reta foi escolhido um ponto (aj,b;) onde foi calculada
nova reta tangente, e sobre esta nova reta foi escolhido um novo ponto (az, b2)
onde foi calculada nova reta tangente e assim sucessivamente . . .

Acoplando a este método um programa de computador, podemos conseguir
precisoes arbitrérias, a figura figura (2), pagina 3, mostra este resultado, agora

granularidade 0100000

©° . 1 . 2 . 3

—
R

Solucao aproximada da equacéao diferencial
xd + ydy = O

programa implicita.c
Figura 2: Solugio aproximada da equacio do circulo

a equagao diferencial define um circulo e vocé esta vendo a solugao aproximada
ainda com pequena precisao, para evidenciar o erro. O vocé vé na figura (2) é
uma poligonal!

palavras chave: coeficiente de translacao, coeficiente de dilagao, integral
aproximada, método de Simpson, ntcleo, regra do trapésio, solucao aproximada
de equacoes diferenciais de primeira ordem, soma de Riemann, suporte de uma
funcao, precisao da malha, pontos de precisao, quase-splines.

2 Exercicios
Exercicios 1 Tutorial: integral aproximada e sol. aprox de eq. dif.
1. Verifique que gnuplot sabe somar func¢éoes. Defina
fi(z) = a2, faz) = 3z, f3(x) = 1 (7)
e erecute
plot 0, f1(x), fa(x), f3(2), 2% + 32 + 1, fi(2) + fo(w) + fa(2)

claro, no teminal do gnuplot vocé deve usar a notagao £1(x) em vez de
fi1(x). Analise o resultado que pode ndo parecer claro ou revelador...descubra
por que.

sugestao: Experimente, no mesmo script,
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plot 0 ,2% + 3z + 1 (8)
pause — 2 (9)

plot 0, f1(x), f2(x), f3(x) (10)
pause — 2 (11)

Vocé vai ter que definir “melhor” os indices, gnuplot ndo entenderd f1(x).

2. funcao triangulo Construa uma func¢do linear por pedagos, f ligando os
“pontos”

(_0070)5(_150)7(051)7(150)7(0070) (12)
e nula fora do intervalo [—1,1] (suporte) e faga o grdfico.

Meétodo: use gnuplot com o condicional
(x<=a) 7equacaol(x) :equacao2(x)

que equivale a
if (x<=a) equacaol(x); else equacao2(x)

Vocé vai precisar de 4 condigoes, sao 4 “segmentos” de reta.

Definigao 1 Suporte Nesta funcdo definida acima, chamamos o conjunto
[—1,1] de suporte de f é o conjunto em que ela € essencialmente diferente
de zero. FEsta € a definicio de suporte, o conjunto dos pontos em uma
funcao € essencialmente diferente de zero.

3. translatando uma fung¢ao Defina g.(x) = g(x — a) a translatada de g para
o ponto x = a (observe o sinal). Defina, dentro de um script do gnuplot,
as translatadas

fos, foa, foss f=2, f-1. f1, fo. f2, f3, fa, [5 (13)

peca o grafico da soma das translatadas. Analise o resultado.

4. interpolacao Considere os pontos no plano

(_57 5)’ (_4a 3)7 (_37 4)a (_2a 3)7 (_17 l)a (07 0)’ (17 _1)a (27 O)v (Sa 3)7 (4a 4)a (57 7)

(14)
que € uma colecao de dados “observados” (xk,yr). Calcule a combinagdo
linear das fungoes definidas na equagdo (13) usando o coeficiente yy apli-
cado em fi e faca o grdafico. Faca uma andlise do resultado.

sugestao: vocé certamente vai ter que criar uma sistema de indices ade-
quado para usar com gnuplot, ele nao entenderia f_5, por exemplo. Ob-
serve que vocé tem 11 funcgoes e 11 pontos.
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5. questao discursiva

Precisao da malha, pontos de precisao, nucleo, interpolagao,
norma da particao.

Nas questoes anteriores vocé foi conduzid@ a um método de interpolacao
linear, a malha usada tem norma 1 tendo como pontos de precisao os in-
teiros. A funcao [ definida na equagao (12) € o nicleo desta interpolagdo.
Tente colocar numa pequena redag¢ao as palavras-chave sublinhadas acima
a partir do que vocé tiver entendido como conseqiiéncia dos experimentos
feitos.

6. precisao do nicleo de interpolacao Podemos melhorar a precisao aplicando
um fator de aceleracdo no ntcleo f

Definicao 2 Aceleracdo do nicleo de interpolagao

of (¥) = af (ax) (15)

O coeficiente a se chama coeficiente de dilagdo vem de dilatagao.

Acima usamos coeficientes de translacdo. A notagdo teve que ser
complicada, agora temos dois tipos de coeficientes para aplicar em um
nicleo, o coeficiente de translagdo e o coeficiente de dilacdo.
Abaizo vocé vai ver ,f, em que a € o coeficiente de dilagdo e b € o
coeficiente de translagdo. A notacdo ndo € padronizada (o assunto
é relativamente novo).

Faga com gnuplot os grdficos de of com

11
9.1, —
a€{3,2,1, 55 35}

Calcule a integral de

/ of (2)dz

— 00

em cada um destes® casos. Analise se o resultado deste cdlculo é coerente
com os grdficos obtidos. A integral representa a quantidade de alguma
coisa que uma func¢do representa.

7. questdo discursiva As palavrasnicleo, sinal tem um significado prézimo,
em distintos contextos. Procure, por exemplo na wikipedia, estes concei-
tos, e tente colocar numa redacdo os conceitos que vocé aprendeu neste
tutorial.

2N3o se deixe assustar pela notacdo, bata o pé e espante o fantasma!
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8. Considere os pontos
(—3.666...,6),(—3.333...,7),(—=3,4),(=2.5,1),(=2,1), (-1, 3) (16)

e encontre wma combinacao linear adequada de o fy para obter wma inter-
polagdo destes dados. Faga o grdfico com gnuplot Justifique sua escolha
de coeficiente de translacao e coeficiente de dilagao

Para ver a poligonal e os pontos interpolados, defina um arquivo ”dados”

colocando nele os pontos acima, separados cada um por uma linha em

branco (caso contrdrio gnuplot liga tudo com linhas) e use o comando
plot 7dados”, f(z)

Vale a pena ver o resultado eliminando as linhas entre os pontos em ”da-
dos” com gnuplot.

9. regra do trapésio Mostre que a integral do fenéomeno representado pelos
dados amostrais na equagao (16) € uma combinagdo linear da integral do
nucleo f, exiba esta combinacdo linear.

10. Considere a fungdo

gi 34 = R gl) = o (17)

(a) construa a interpolagdo linear de g usando as translagoes do nicleo
f usando a malha dos nds inteiros do intervalo [—3,4].

(b) faca o grdfico conjunto de g, da interpolagao linear.

(¢) regra do trapésio Calcule a integral da interpolagdo linear como uma
combinacgao linear de integrais.

(d) Calcule a integral (exata) de g e compare com o resultado obtido com
a interpolacao linear.

(e) Calcule uma interpolagao polinomial de grau dois (quase-splines) de
g e calcule a sua integral.

(f) Soma de Riemann Em vez de trapésios, em casa sub-intervalo use um
retangulo cuja altura seja o valor de f no primeiro ponto do intervalo
e a base a medida do sub-intervalo. Calcule as somas destas dreas

4

como um valor aprozimado de [ g(x)dx. Use a malha formada pelos
-3

numeros inteiros do intervalo considerado. Compare com o0s outros

valores obtidos.

(9) O programa riemann.c, que vocé pode encontrar aqui

http:/ /www.4shared.com/file/19025368/1f11587/riemann.html

automatiza o cdlculo da integral usando somas de Riemann, esco-
lhendo o nimero de divisoes do intervalo vocé pode obter melhores
aproximacoes.
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Calcule esta integral, usando este programa (ou outro parecido que
vocé faca) com pelo menos 10.000 divisoes do intervalo e compare
com os valores obtidos nos outros itens.

11. Equacao diferencial exata

(a) Construa uma poligonal com 3 lados, se inspire na figura (1), pdgina
2, como solugdo aprozimada (poligonal) da equagdo diferencial exata

(322 + 3y?)dx + (6xy + 8y)dy =0 (18)

usando o ponto (—2,3) como condigao inicial, corresponde ao ponto
(a,b) que aparece na figura (1). Use passo Ax = 1 para obter cada
um dos outros dois pontos.

(b) Faga o grdfico da solugdo usando gnuplot

(¢) Refine a solu¢ao anterior usando passo Az = 0.5 e uma poligonal de
6 lados. Faga o grdfico da solug¢ao usando gnuplot.

Referéncias

[1] Um algoritmo para calcular e fazer o grafico de polinémio dadas quatro
condigoes.

Procure “sistema” no link programas, na pagina da disciplina.

http://calculo-numerico.sobralmatematica.org/

[2] Um pacote para cdleulo numérico

http://wuw.gnu.org/software/octave/

[3] Um pacote para cdlculo numérico

Scilab grupe - INRIA http://www.scilab.org

[4] Praciano-Pereira, T. Cdlculo Numérico Computacional T. Praciano-Pereira
edigao eletronica preliminar, procure textos, na pagina da disciplina
http://calculo-numerico.sobralmatematica.org/

Versao em uma pagina por folha A4 ananu00.pdf ou versao em duas pagina
por folha A4, ananu00_2p.pdf

[5] Praciano-Pereira, T Programas para Cdlculo Numérico
http://www.4shared.com/dir /3801087 /2fa7cabd /programas.html
Procure programas, na pagina da disciplina

http://calculo-numerico.sobralmatematica.org/
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[6] A enciclopédia livre na Internet - Wikipédia
http://encyclopedia.thefreedictionary.com/
http://en.wikipedia.org/
http://pt.wikipedia.org



