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1 Orientacao

objetivo: Conduzi-1@ a compreender o chamado polinémio de Lagrange. E um
topico de aproximacgao polinomial.

Esta lista contém a solugao dos exercicios na segunda secao. A apresentagao
da solucao vem em consequéncia da aula passada, em discutimos o Polinémio
de Lagrange a qual compareceram poucos alunos e quero assim considerar este
assunto encerrado. Sugiro o método: primeiro tente resolver as questoes, depois
recorra a solugao para entender uma forma de resolver, mas tente vocé mesmo
escrever os detalhes. A pura leitura nao o levard ao dominio do assunto.

Esta lista tem trés secoes.

palavras chave: aproximagcao polinomial, polinomio de Lagrange, 1-splines,
quase-splines

2 Exercicios

Exercicios 1 Aproximag¢ao Polinomial

1. Funcao linear por pedacos - 0.5 h

(a) Considere a seqiiéncia de nds
xp € {—3,-2.5,-1.5,-0.5,0.5,1.5,2.5,3} C [—3, 3]
e a seqiiéncia de valores correspondentes

i € {8.25,2.25, —1.75, —3.75, —3.75, —1.75,2.5, 3}

Construa, (faca o grdfico) da poligonal que interpola os pontos (zk, Y )-

(b) Chame f a fungao cujo grdfico foi feito no item anterior e calcule os
seus valores nos pontos inteiros do intervalo [—3,3].

3
(c) Calculeigf(x)dx

2. Funcao polinomial por pedacos - 1.5 h Considere a sequinte melhoria nos
dados do item anterior: para cada né da malha, o sensor calculou a taxa
de variagao

dk S {]—7Oa _2a _]-aOv ]-aov _1}

e consequentemente, em cada intervalo Iy, = [x, Tp41], temos quatro in-
formacoes:
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T Yk dy,
Thal Ykl Ayt

o que permite obter um polinmio Py de grau 3 definido em Ij.

Encontre, para cada intervalo Iy, o polinomio Py que pode ser obtido con-
siderando os valores nos extremos de Iy, Yk, Yr+1 € as taras de varia¢ao
nestes pontos, dy, dyy1.

A funcao f definida por estes polinémios, € uma funcdo polinomial por
pedagos. Calcule

[ s
-3
3. derivada algoritmica Considere
P(z) = (z — a1)(z — az)(z — a3) = i, (x — ax) (1)

Verifique que
3
P'(z) = (x—a1)(w—az)+(z—a1)(z—az)+(v—az)(z—az) = »_ Pi(z) (2)
k=1

Escreva as equacgoes dos polinomios Py, e observe uma relacao entre eles
e o polinémio P.

4. Tutorial sobre Polinomio de Lagrange

(a) derivada algoritmica Considere

P(x) =I3_; (x — ax) (3)

um polinémio do grau n . Defina Py(x) = 57(22 e verifique que

o« P(z) = kzijl Py(x)

o Py(x) = (f_(zi_) é um polinémio de grau n — 1, para cada k.

(b) Prove que se P for um polinémio definido pela equagdo (eq. 3) e as
raizes ay todas distintas, entdo P'(ay) # 0 para todo k=1...n

(¢) Mostre com um exemplo que a condigao 'raizes distintas’ na questao
anterior, falhando, se vai ter P'(ar) =0 para algum ay. Qual ?
(d) Considere a malha a = ap < a1 < -+ < an, = b no intervalo [a,b).
n
Defina P como na (eq. 3) e f(x) = %' Suponha inicialmente
k=1

que n =3 e calcule

f(al)v f(aQ)v f(a3) (4)
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Generalize, para n qualquer calculando

flar), flaz), - f(an) ()

Verifique que f € um polinémio de grau n—1 e escreva a equagao de
I

(e) Polinémio interpolando pontos no plano

1. Considere a sequéncia de nds
{-3,-2.5,-1.5,-0.5,0.5,1.5,2.5,3} C [-3, 3]

Calcule P definido pela (eq. 3) relativamente a esta malha.
7. Considere os pontos do plano

{(-3,1),(-2.5,0),(-1.5,2),(-0.5,3),(0.5,3),(1.5,1), (2.5, -2),(3,4) }

que sao da forma (zk,yr). Defina a funcao f(z) = > y;/l?:l(:)) e
k=1

calcule f(xy), para cada valor de k.
Conclua que f € um polinomio, de grau n — 1 que passa nos
pontos

{(-3,1),(-2.5,0),(—1.5,2),(-0.5,3),(0.5,3),(1.5,1), (2.5, -2),(3,4) }

(f) Polinémio de Lagrange - caso geral Considere a malha

a=aqy<a1 <---<ap=>

no intervalo [a,b]. Defina P como na (eq. 3) e f(x) = Z b"'P"'(‘fg),

Calcule
fla), flaz), -+, flan) (6)

Verifique que f € um polinémio de grau n—1 que interpola os pontos

(al’bl)’(a%bQ)"" ’(ambn) (7)

3 Solucgoes

Solugao 1 Ezercicio 1. pdgina 1 A interpolacdo linear € uma funcgao linear
por pedagos cujo grdfico é uma poligonal unindo os pontos interpolados. O
valor da aprorimacao serd uma média aritmética ponderada entre os pontos de
precisao .

Na prdtica isto significa que temos que calcular as equacoes das retas ligando
este pontos e cada equagao de reta fornece o wvalor aprozimado da fung¢do no
intervalo em que ela estiver definida.
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Para calcular estas equacgdes de reta estou usando o método

y—yi =m(x —x;);m

_Yi+1 Y
Ti+1 — T4

com gnuplot temos que escrever

Pi(z) = yi + mi(x — x;);m; =

_ Yi+1 — Y
LTit1 — X4

em que (zi,Y;), (Tit1,Yir1) G0 08 pontos que correspondem a ertremos su-
cessivos de cada um dos sub-intervalos. Para obter o grdfico do 1-splines com-
posto por estas funcoes do primeiro grau temos que definir uma sucessao de
condicionais. gnuplot entende tt if()/else usando a sintaze da linguagem C.
Como a expressao vai ficar muito grande teremos que usar a contrabarra “\”
para eliminar o fim de linha e assim poder escrever a expressao ao longo de
vdrias linhas (gnuplot interpreta uma expressao quando encontra um fim de li-
nha o que nos impede de fornecer vdrias linhas de comandos sem este artificio).

x1l = -3; x2=-2.5; x3=-1.5; x4=-0.5; x5 =0.5; x6 =1.5; x7 = 2.5;x8 =
y1=8.25; y2 =2.25;y3 =-1.75;y4 =-3.75 ;y5 =-3.75;y6 =-1.75;y7 =2.5; y8

3
ml
mé
m7 = (y8
P1(x) =
P2(x) =
P3(x) =
P4(x) =
P5(x) =
P6(x) =
P7(x) =
f(x) =

plot £(x), O

pause -

yi
y2
y3
y4
y5
y6
y7

+
+
+
+
+
+

+

(y2-y1)/(x2-x1); m2
(y5-y4)/(x5-x4) ; m5
-y7)/ (x8-x7) ;

mix(x -
m2* (x -
m3* (x -
md* (x -
mb5* (x -
mé* (x -
m7*(x -

3;

(y3-y2)/(x3-%2) ;m3 = (y4-y3)/(x4-x3);
(y6-y5)/(x6-%5) ;m6 = (y7-y6)/(x7-x6);

x1);
x2);
x3);
x4);
x5);
x6) ;
x7);

(x<x2)7 P1(x): (x<x3)7P2(x): (x<x4)7P3(x) :\
(x<x5) 7P4 (%) : (x<x6) 7P5(x) : (x<x7) 7P6(x) :P7(x) ;
set xrange [-3:3]

2

ap € {—3,-2.5,—1.5,-0.5,0.5,1.5,2.5,3} C [-3, 3]

e a sequéncia de valores correspondentes

y € {8.25,2.25,—1.75, —3.75, —3.75, —1.75,2.5, 3}

Escrevi o sequinte programa em calc para expressar as equacoes das retas:

define reta(y,yy,x,xx) {

local m;

m = (yy-y)/(xx-x);
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printfC’y - %f = %f(C x - %£)\n’, y,m, x);
return(0) ;

}
[-3,-2.5]; Pi(z) ; y—8.25=—12(z + 3) 8)
[~2.5,—1.5] ; Py(z); y—2.25 = —4(x + 2.5) (9)
[-1.5,—-0.5] ; Ps3(x); y+1.75 = —2(z + 1.5) (10)
[—0.5,0.5] ; Py(z) ; y+3.75=0(x +0.5) (11)
0.5,1.5] ; Ps(x) ; y— —3.75 = 2(z — 0.5) (12)
[1.5,2.5] ; Ps(x) ; y+ 1.75 = 4.25(x — 1.5) (13)
[2.5,3] ; Pr(x); y—2.5=1(z—2.5) (14)
(15)

O grdfico da poligonal pode ser visto na figura (fig. 1) pdgina 5,

Figura 1: 1-splines

Solugao 2 FEzercicio 1b, pdgina 1 Nos seguintes intervalo hd pontos inteiros
com a correspondente equacdo de reta:

—2€[~25,—1.5] ; Py(—2) = —4.25 (16)
—1€[~15,-05]; Py(—1)=—2.75 (17)
0€[-0.5,0.5] ; Py(0)=—3.75 (18)
1€[05,1.5]; Ps(1) =4.75 (19)

2 € [1.5,2.5] ; Ps(2) = 0.375 (20)

Solugao 3 Exercicio 1c, pdgina 1 A drea é a soma algébrica das dreas dos
triangulos ou trapésios que ela define com OX e vale —2. FEstou falando de
triangulos e trapésios porque f € uma func¢ao linear por pedacos.

O cdlculo deve ser este (sem garantias....)

x = 8.25+2.25 -1.75 -3.75 -3.75 -1.75+ 0.5%(2.5)+\
2.26 -1.75 -3.75 -3.75 -1.75+ 2.5+ 0.5%3

x = xx0.5
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cada parcela € a soma das alturas dividida por dois, vezes a base. Nas duas
primeiras linhas vocé pode identificar todas as alturas eliminada a dltima na
primeira linha e a primeira na sequnda linha o que equivale a “soma das al-
turas”, na terceira linha dividi por dois. A base do tltimo trapésio € 0.5 que
aparece multiplicando os dois 4ltimos fatores (na primeira e na seqgunda linhas).

Solugao 4 FEzercicio 2, pdgina 1 Usando o programa aproximacao.c.
Os coeficientes foram calculados com o programa ex0732.c. Cada polinémio
foi desenvolvido no extremo inicial do respectivo sub-intervalo.

€ [-3.00, —2.50] P (x) = ag + a1(z + 3) + az(z + 3)* + az(z + 3)® (21)

ao = 8.25;a; = 1.000000; ag = —76.00; a3 = 100.00 (22)

€ [-2.50, —1.50] Py(z) = ag + a1(z + 2.5) + az(z + 2.5)* + az(z + 2.5)123)
ap = —76.00; a1 = 0.000000; ag = —10.000000; a3 = 6.000000 (24)

€ [-1.50, —0.50] P3(z) = ag + a1(z + 1.5) + az(z + 1.5)? + az(z + 1.5){25)
ag = —1.7500; a; = —2.00000; a2 = —1.00000; a3 = 1.000000 (26)

€ [-0.50,0.50] Py(z) = ag + a1 (z + 0.5) + az(z + 0.5)? + az(z + 0.5)3(27)
ap = —3.7500; a; = —1.000000; az = 2.000000; ag = —1.000000 (28)

x € [0.50,1.50] P5(z) = ag + a1(z — 0.5) + az(z — 0.5)? + az(z — 0.5)3 (29)
ap = —3.7500; a; = 0.000000; az = 5.000000; a5 = —3.000000 (30)

x € [1.50,2.50] Ps(x) = ag + a1(x — 1.5) + aa(x — 1.5)® + az(x — 1.5)3 (31)
ap = —1.000000; a; = 1.000000; az = 10.7500; ag = —7.5000 (32)

€ [2.50,3.00] P7(x) = ag + a1(x — 2.5) + az(x — 2.5)% + az(x — 2.5)% (33)
(34)
(35)

ao = 2.5000; a; = 0.000000; az = 8.000; a3 = —12.0000

O grafico da funcao polinomial por pedacos que interpola os dados pode ser
vista na figura (fig. 2) pdgina 6,

“aados"

Figura 2: Quase-splines de grau trés

O wvalor da integral € a soma das integrais dos polinémios, calculada no
intervalo em que o polinémio estiver definido. Se f representa o quase splines,
entao
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3 7 Tktl

/ fla)de =) / Py(z)dr = —4.58333

-3 k Oa:;c

e a integral foi calculada com o pacote aproximacao.c que se encontra na
pdgina.

Solugao 5 FExercicio 3, pdgina 2 Como P é um produto de monomios, a sua
derivada pode ser calculada pela regra da derivada do produto

(wow)" = v'vw + wv'w + uvw’

P(z)=(x—a1) (z —a2)(z —a3) +
+(x —a1)(x — a2)' (x — a3) +
+(z—a1)(z —az)(x —a3) =

= (z—a2)(x —a3) + (x — a1)(x — a3) + (z — a1)(z — az)

uma soma de produtos de dois termos (falso: sdo trés termos, mas um dos
termos € a unidade, a derivada de (z — ay)). Aparentemente dividimos P por
cada um dos fatores para obter os termos com apenas dois fatores, o que nos
permite escrever

P(x)

Pk(x) - xr — ag

e finalmente que
P =P +P,+Ps

Solucao 6 FEzercicio 4, pdgina 2

1. Generalizagao da regra do produto para derivadas: Se tivermos n funcoes

no produto
f = szlnuk (36)

entio f' € uma soma de n parcelas, em cada uma destas parcelas subsi-
tuiremos, sucessivamente, cada fator por sua derivada:

F=> "I, (37)
k=1

Observe que no produtério, em cada parcela, excluimos uy para colocar em
’ . . . . .
seu lugar u,. Esta expressao poderia também ser escrita assim

fr=> " Winusu, (38)
k=1
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Cada termo na soma P’ (x) foi obtido como se tivessemos dividido por cada

um dos fatores, sucessivamente. Assim o termo Py, em P'(x) poderia ser
P(z)

(z—a) "

interpretado como

Como cada termo, na soma, equacao (38), é um polinomio de grau n —1,
entdao f' é um polindmio de grau (no mdzimo) n— 1. Neste caso serd um
polinomio de grau n—1, de acordo com a regra de derivacao, a derivada de
um polinomio de grau n € um polinémio de grau imediatamente inferior.

2. Provando que P'(ay) € diferente de zero, para todas as raizes.

P’ ¢ uma soma, dos polinomios Py que sdo produtos em que “falta” o
fator x — ay, logo Py(ar) # 0, mas todos os outros termos, P;, tém o fator
T — ag, logo

Pjar) =0 #k
entdo a soma, calcula no ponto ay se reduz a um termo: Py(ar) que €
diferente de zero, mais exatamente:

P'(ay) = Py(ar)

8. O caso das raizes mailtiplas ndo interessa quando estudamos a interpolacdo pelo método
de Lagrange, nao tem sentido, porque queremos interpolar uma sucessao de pontos no
plano que se encontram sobre o grdfico de uma (hipotética) func¢do e nao tem sentido
um mesmo ponto aparecer duas vezes, como se colocassemos dois sensores sobre o
mesmo ponto, para fazer medidas diferentes. Este exemplo apenas serve para reforcar
o entendimento da derivada ser zero em cima cada uma das raizes quando elas formam

uma sucessao estritamente crescente de pontos.
Se houver wuma raiz miltipla, isto significa, (considere a raiz miltipla sendo

ax) que teremos pelo menos o fator (x — ag)(x — ax). Quando derivarmos
teremos dois polinémios obtidos com este termo:

Pp(x) = 2(x — ax) T_y (x — a;) = 2}, (2 — a )

e consequentemente Py(ay) = 0. Como Pj(ar) = 0 pela mesma razéo da
Justificacao anterior, entao a soma, que define a deriwada, € zero quando
houver raizes multiplas.

4. Vamos calcular o valor de f(aq)

- F (ak)

considerando a defini¢cio f(x) =

Ja vimos que P’'(ay) = Py(ay). Fazendo x = a1 na soma tem-se f(ay) =

Pr(a1)
P’(ak)

mas jd vimos que Py(a;) = 0 quando j # k entdo resta, da

k=1
soma apenas um termo: f(a1) = % =

e assim f, que € polinomio de grau dois (uma unidade menor do que
o indide da soma), é constante, 1, em trés pontos diferentes entdo €
idénticamente 1.
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O caso geral € semelhante: f € um polinomio de grau n — 1 que € cons-
tante,1, em n pontos, logo é a funcao constante 1, a equacao de f €

flz) =1

Solucao 7 Ezercicio je, pdgina 3 Vamos escrever a expressao do polinomio
de Lagrange neste caso particular, apenas a expressao algoritmica que pode ser
usada diretamente num programa dentro de um loop.

n
A expressio f(x) = Y. yff,/]zz(k?;) deve ser comparada com a que definiu a
k=1 '

funcgdo f constante 1 na questdo anterior. A diferenca agora é o coeficiente yg,
a abcissa genérica de um dos pontos quaisquer da lista

{(=3,1),(-2.5,0),(-1.5,2),(-0.5,3),(0.5,3), (1.5, 1), (2.5, —2),(3,4)}
Se calcularmos f(ay, repetiremos as constas que fizemos na questao anterior:

_ . Pular _ ywPelar _
f(a‘k) - yk Pk; (ak - Pk; (ak - yk

Temos assim um polinomio de grau n — 1 que no ponto aj vale y, ou, em
outras palavras, um polinomio de graun—1 que passa em cada um dos n pontos
(ak,yx) - um polindmio que interpola estes pontos. A equagao deste polinémio
sendo

flay =y Uk
!/
= Prlan)
este € o polinomio de Lagrange que interpola os pontos. Veja o algoritmo em
gnuplot

P(x) = (x+3)*(x+2.5)*(x+1.5)*(x+0.5)*(x-0.5)*(x-1.5)*(x-2.5) *(x-3)

P1(x) (x+2.5)*(x+1.5)*(x+0.5) *(x-0.5)* (x-1.5) *(x-2.5) *(x-3)

P2(x) = (x+3)*(x+1.5)*(x+0.5)*(x-0.5)*(x-1.5)*(x-2.5)*(x-3)

P3(x) = (x+3)*(x+2.5)*(x+0.5)*(x-0.5)*(x-1.5)*(x-2.5)*(x-3)

PA(x) = (x+3)*(x+2.5)*(x+1.5)*(x-0.5)*(x-1.5)*(x-2.5)*(x-3)

P5(x) = (x+3)*(x+2.5)*(x+1.5)*(x+0.5)*(x-1.5)*(x-2.5)*(x-3)

P6(x) = (x+3)*(x+2.5)*(x+1.5)*(x+0.5)*(x-0.5)*(x-2.5)*(x-3)

P7(x) = (x+3)*(x+2.5)*(x+1.5)*(x+0.5)*(x-0.5)*(x-1.5)*(x-3)

P8(x) = (x+3)*(x+2.5)*(x+1.5)*(x+0.5)*(x-0.5)*(x-1.5)*(x-2.5)

dP(x) = P1(x)+ P2(x)+ P3(x)+ P4(x)+ P5(x)+ P6(x)+ P7(x)+ P8(x)

set xrange [-4:4]

plot P(x),dP(x),0

f(x) = P1(x)/dP(-3) + P2(x)/dP(-2.5) + P3(x)/dP(-1.5) + P4(x)/dP(-0.5) +\
P5(x)/dP(0.5) + P6(x)/dP(1.5)+ P7(x)/dP(2.5) + P8(x)/dP(3)

plot £(x),0

g(x) = (x*¥*2 - 9)*sin(2*x)

h(x) g(=3)*P1(x)/dP(-3) + g(-2.5)*P2(x)/dP(-2.5)+ g(-1.5)*P3(x)/dP(-1.5) +\
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g(-0.5)*P4(x)/dP(-0.5) + g(0.5)*P5(x)/dP(0.5) +\
g(1.5)* P6(x)/dP(1.5)+ g(2.5)*P7(x)/dP(2.5) + g(3)*P8(x)/dP(3)
plot h(x),g(x),0

este algoritmo faz uma comparacdo aprozimando a funcdao
g(x) = (z % %2 —9) % sin(2 * x)

com o polinomio de Lagrange que interpola alguns pontos do grdfico da funcao.
Vocé pode encontrar este algoritmo na pdgina, o nome do arquivo é “lagrange.gnuplot”.

Solucao 8 FEzercicio 4f, pdgina 3

1. Como P € uwm produto de n termos, entdao sua derivada, pela regra do
produto serd uma soma de n termos, cada um destes termos sendo obtido
com a deriwagdo de um dos fatores de P, de cada vez. Como os fatores sdo
mondémios da forma (x — ay) cuja derivada € 1, aparentemente ao derivar
este termo, dividimos P por este fator, tendo como resultado um produto
dos n — 1 restantes. Definimos assim,

P(x)
xr — ag

P = zn: Py
k=1

Como cada Py, foi obtido eliminando-se um dos fatores de P entdo, tendo
apenas n— 1 fatores do primeiro grau, € um poinémio do graun — 1, para
cada valor de k. O que coincide com a regra de derivagdo, sendo P um
polinémio de grau n, a sua derivada serd wm polinémio de grau n — 1, a
soma dos polinomios Pj.

2. Se k # j entdo o polinomio P; tem o fator x — aj e portanto Pj(ar) =0
e por outro lado Py(ay) # 0 consequentemente

P'(ay) = Py(ar)
porque todos os outros termos se anulam e

P'(ak) = Pk(ak) 75 0

3. Se howver alguma raiz multipla, digamos ay, entdao entao o fator x — ag
aparece em todas as parcelas da derivada que assim se anulam em x = ay
e portanto P'(a;) = 0. Basta que seja uma raiz dupla, por exemplo, que
o fato (x — ax)? apareca na fatoracio de P. Entdo quando este fator for
for derivado teremos

2(x — ag)

em vez de 1 o que fard que o fator x — ay apareca em todas as parcelas
da derivada P’ e portanto ela se anulard em v = ap . Veremos que a
distin¢ao das raizes serd crucial na construcao do polinomio de Lagrange.
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4. Como
° P’(ak) = Pk(ak)
o k # j implica que Py(aj) =0

Pp(ar) _
P’(ar) —

entao 1 fazendo que com que a func¢ao

=3 5

k=1

v

seja 1 sobre cada um dos nos ay.

Como [ € uma soma de polinomios de graun— 1 entdao f € um polinémio
de grau no mdximo n — 1, que € constante, igual 1, em n pontos, entdo f
€ identicamente 1,

flz)=1

5. Agora se modificarmos a expressdo de f escrevendo
n

_ Y Pl

f(x) - ; Pl(ak

entao, pelo raciocino acima, f(ax) = yi fazendo que o grdfico de f passe
pelo ponto (ag,yr). Como f € um polindmio de grau menor ou igual a
n—1, obtivemos assim um polinémio com grau mdximo n— 1, o polinomio
de Lagrange, interpolando os pontos

(ahyl)a sy (anayn)

Veja na figura (fig. 3) pdgina 12, o polinomio de Lagrange interpolando os
pontos

{(=3,1),(-2.5,0), (-1.5,2),(-0.5,3),(0.5,3), (1.5,1), (2.5, —2), (3,4) }

A construgdo foi feita com Gnuplot e se encontra no arquivo exer08_01.gnuplot.
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Polinomio de Lagrange interpolando pontos do plano
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Figura 3: Interpolagio de Lagrange de pontos do plano
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