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está suspenso devido à greve dos professores.

1 ORIENTAÇÃO 2

1 Teoria

palavras chave: sucessões recursivas, funções recursivas, ráızes de uma função,
algoritmo dos babilônios, aproximação polinomial.

1.1 Objetivo

Estou dedicando esta lista, ainda, a um aprofundamento das técnicas de pro-
gramação, vou completar alguns detalhes relativos à determinação de ráızes
de uma função salientando o aspecto recursivo dos algortimos. Recursividade
é o ponto central. Mas vou repassar todos os pontos anteriores e introduzir
aproximação polinômial.

Como em todas as lista de exerćıcios anteriores, o objetivo é lhe dar uma
oportunidade de experimentar usando gnuplot e alguma linguagem de pro-
gramação. Não perca a oportunidade, experimente e relate o resultado do ex-
perimento. A lista de exerćıcios é um relatório de atividades.

1.2 Recursividade

Vimos que a ráız aproximada de uma função, pelo método da tangente era o
termo geral de uma sucessão

s0 = a − f(a)

f ′(a)
, s1 = s0 −

f(s0)

f ′(s0)
(1)

de onde podemos deduzir por indução finita que

sn = sn−1 −
f(sn−1)

f ′(sn−1)
= F (sn−1) (2)

em que

F (x) = x − f(x)

f ′(x)
(3)

O que chamamos de ráız aproximada é o termo sn para um valor do ı́ndice,
n, escolhido.

Se abstrairmos a expressão particular que F tem, podemos dizer simples-
mente que

sn = F (sn−1) (4)

ou seja, a sucessão s0, s1, . . . , sn, . . . é definida em termos dela própria.
Um outro exemplo clássico de sucessão recursiva é a sucessão de Fibonacci,

faça uma busca na Internet e leia a respeito, visite [3, procure Fibonacci], por
exemplo.
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As sucessões recursivas são extremamente efetivas como método matemático
mas também extremamente consumidoras de memória em programas de com-
putação, deste modo devemos ter cuidado para fazer um uso equilibrado deste
instrumento em programas. Um dos cuidados deve consistir na colocação de
um teto de ciclos recursivos quando definirmos uma função recursivamente. Um
exemplo disto está aqui, [2, raizes.c].

A natureza é recursiva! O funcionamento das células num organismo biológico
é recursivo, os fractais são um exemplo de recursidade. Portanto, recursividade

é importante.
Se você fizer o exerćıcio 8 posso dizer que você está aproveitando bem o seu

tempo durante a greve.

2 Exerćıcios

1. raiz secante

(a) Mostre que a sucessão das ráızes aproximadas de uma função f , num
intervalo em que f troque de sinal, pelo método da secante é uma
sucessão recursiva.

(b) Escreva a expressão recursiva F de acordo com a equação (4) que
define a raiz por secância.

(c) Escreva um programa que encontre recursivamente a raiz por secante.

Sugestões: escreva primeiro a expressão matemática e depois traduza
com um algoritmo computacional, use o operador = em C ou := em
Pascal.

2. Ráız pela tangente

(a) Repita a questão anterior para a ráız por tangência.

(b) (**) Observe que a função F , equação (4), é cont́ınua se f ′ for
diferente de zero no intervalo [a, b] em que for observada a mudança de
sinal de f . Justifique isto e indique quando F é também diferenciável.

(c) Teoria:

O exerćıcio consiste na leitura do texto e na demonstração de todas
as afirmações que o texto fizer. Entenda a palavra “demonstração”
como forma de de convencimento lógico daquilo que se espera que
seja verdade. Não sofra inútilmente! Se você estiver convencido de
que uma afirmação é verdadeira, tente justificá-lo, e vá em frente.

As funções cont́ınuas preservam o limite:

F (lim
n

sn) = lim
n

(F (sn) (5)

e como F (sn) = sn+1 então se a sucessão s tiver limite teremos

F (l) = F (lim
n

sn) = lim
n

sn+1 = l (6)
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é a interseção do gráfico de F com a primeira bissetriz y = x.

• Considere a função f(x) = sin(
√

2x − 3) e escreva a equação de
F , equação (4), neste caso.

• Encontre um intervalo adequado (observando os zeros da de-
rivada) para determinar graficamente algum zero da função f .
Determine todos os zeros de f , analisando o gráfico, no intervalo
[−10, 10].

Sugestões: Use gnuplot na definição de F para ver o gráfico, se der
problema, analise qual foi o problema que deu, analise, por exemplo,
se f ′(x) é zero no interior do intervalo em que você estiver fazendo
o gráfico. Faça o gráfico conjunto de F, f, f ′. Não tema, dificilmente
você poderá estragar gnuplot ou o computador.

3. Escreva um programa que calcule o termo de ordem n da sucessão de
Fibonacci.

4. Escreva um programa que escreva todos os termos da sucessão que apro-
xima a ráız de f pelo método da tangente, recursivamente, até o teto
n. Você encontra um exemplo aqui [2, raizes.c], leia direto a função
raiz tangente() e perca o medo da linguagem C.

5. Escreva um programa que escreva todos os termos da sucessão que apro-
xima a ráız de f pelo método da secante, recursivamente, até o teto
n. Você encontra um exemplo aqui [2, raizes.c], leia direto a função
raiz secante() e perca o medo da linguagem C.

6. Considere uma sucessão sn definida pelas seguintes leis

• s0 = −4

• sn = sn−1 + 1

Escreva um programa que calcule um termo qualquer sn pedindo ao
usuário do programa que lhe forneça o ı́ndice desejado.

7. Desigualdade importante - Média aritmética é maior do que a média geométrica.
Estude a demonstração:

Sejam a, b ≥ 0 (7)√
ab ? a+b

2 (8)

2
√

ab ? a + b (9)

4ab ? (a + b)2 (10)

0 ≤ (a − b)2 (11)

Partimos da equação (8) sem sabermos se podiamos usar “≤” ou “≥”
entre os dois membros. Usamos o sinal “?” em lugar de uma das duas
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desigualdades. Todas as operações até a equação (11) são logicamente
equivalentes, como na equação (11), vale “≤” entre os membros da desi-
gualdade, então podemos substituir “?” por ≤ em todas as equações, em
particular na equação equação (8) onde temos a afirmação que desejamos
demonstrar:

média geométrica
√

ab ≤ a + b

2
média aritmética

8. (***)Algoritmo dos babilônios Você encontra no livro-texto, [1, página 61]
mais informações sobre este algoritmo. A idéia é recursiva.

Os itens abaixo vão conduźı-l@ a compreender como os babilônios desco-
briram o método.

(a) Uma aproximação para começar Verifique (experimente com alguns

exemplos) que 1+a
2 é uma aproximação de

√
a. Se a = 4 é uma “boa

aproximação”, se a = 100 é uma “aproximação muito ruim”, (mas é
uma aproximação). Considere outros exemplos.

(b) Suponha que x seja uma aproximação para
√

a. Verifique que as
afirmações seguintes são verdadeiras:

Se x >
√

a então a
x

<
√

a (12)

Se x <
√

a então a
x

>
√

a (13)

Conclusão:
√

a fica entre x, a
x

(14)

(c) Verifique que

• (1)
√

a é a média geométrica entre

x,
a

x

logo

• (2)
√

a <
x + a

x

2
= g(x)

(d) Defina de agora em diante

g(x) =
x + a

x

2

uma vez que sempre x 6= 0. Verifique (justifique), se x for uma apro-
ximação de de

√
a então g(x) estará na metade de um dos intervalos

[x,
a

x
] ou [

a

x
, x]
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(e) Não importa se x <
√

a ou x >
√

a sempre

g(x) >
√

a;
a

g(x) <
√

a;

g(g(x)) =
g(x)+ a

g(x)

2 >
√

a;

(f) Vou definir d = medida([x, a
x
].

Justifique as afirmações:

i. O erro na aproximação de
√

a por g(x) é d
2 .

ii. Como s0 = g(x) é uma aproximação de
√

a melhor do que x (por
que ?) então s1 = g(g(x)) é uma aproximação com erro d

4 .

iii. Este método define uma sucessão de tipo de Cauchy cujos ter-
mos estão distantes entre śı como os termos da sucessão d

2n que
converge para zero rapidamente. As sucessões de Cauchy são
intrinsicamente convergentes (isto é uma bobagem, porque toda
sucessão convergente de números reais é de Cauchy, deixa de ser
bobagem em espaços mais gerais.

iv. Juistifique o limite:

sn = g(sn−1) →
√

a

(g) Experimente com calc ou gnuplot para calcular a raiz quadrada de
alguns números usando este método. Inclua no seu relatório a lista
de comandos que você tiver usado.

(h) Escreva um programa que calcule uma aproximação da ráız quadrada
de a usando o método dos babilônios. Teste o programa e o inclua
no seu relatório.

(i) Verifique que a raiz quadrada é o ponto determinado pela interseção
do gráfico de F com a primeira bissetriz. Calcule, graficamente,

√
7

usando este método.

9. Aproximação polinomial Você encontra no livro-texto, [1, páginas 78-86]
as informações inciciais sobre aproximação polinomial.

Escreva a equação de um polinômio que passe pelos pontos

(−3, 4), (−1, 7), (3,−2), (5, 9)

A questão fala de ”um polinômio”, pode ter mais de um ?

10. Faça uma lista dos tópicos que você já estudou de Cálculo Numérico com
um breve comentário mostrando o que você sabe a respeito dos mesmos.
Dê exemplos mostrando a correlação entre os tópicos estudados.
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