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Por favor, prenda esta folha de rosto na sua solucao desta lista,
deixando-a em branco. Ela sera usada na corre¢ao.

0.1 Resumo tedrico.
Relembrando: Férmula de Taylor A equacao da reta tangente

y= 1) = f(a) + (@)@ —a) = b+ mz - a) 1)
é a equagao de um polinémio do primeiro grau tangente ao grafico de f. Observe

que a equacio (1) é a equagio de um polinémio desenvolvido no ponto x = a'.
Descobrimos b e m impondo as condigoes:

f(a) 2
f'(@) ®3)

A reta tangente é um polindmio do primeiro grau tangente ao grafico de uma
funcao.

Vamos explorar este método nesta lista de exercicios com o objetivo de de-
terminar o melhor polindémio tangente ao grafico de uma fungao, de grau dois
ou trés, queremos encontrar

b
m

P(z) = A+ B(x —a) + C(z — a)®> + D(z — a)® (4)

e por analogia com as equagoes (2), (3) devemos ter condi¢oes envolvendo a
segunda e a terceira derivada de f.

Vocé deve usar gnuplot para obter todos os gréficos, mas deve apresentar
toda a justificagdo das equagdes que usar.

O comando do gnuplot para fazer graficos de fungoes de duas varidveis é

splot f(x,y)

palavras chave: Polinomio de Taylor, média aritmética ponderada,

0.2 Exercicios
Exercicios 1 Polinomio de Taylor

1. Média aritmética ponderada Tudo que sabemos sobre uma fung¢ao continua

fila,b] = R (5)

é que f(a) = =3; f(b) = 9. Suponha além disto que a < 0 < b. Decida
quais das afirmagoes abaizo sao verdadeiras ou falsas justificando a sua
decis@o:

(a) f pode nunca se anular no intervalo [a,b];

(b) em algum ponto ¢ € (a,b) temos f(c) = 0;

!Discuta com o professor (ou com os seus colegas) o que é um polinémio desenvolvido no
ponto T = a



(c) f(0)=0;

(d) uma boa hipdtese para o valor f(0) é

f(b) + f(a).
PR

(e) uma boa hipdtese para o valor f(0) é

SFO) + () 5= s b= s
b—a b—a

(f) uma boa hipdtese para o valor f(0) é

sf(a)+tf(b); 5= —%s ¢ = 2

) T b—a b-a
(9) A integral de f € positiva;
(h) A integral de f pode ser positiva;
(i) A integral de f pode ser negativa;
(7) A integral de f ¢ negativa;
(k) Em algum ponto ¢ € (a,b) tem-se

f() = f(a)
! —
7o =101

(1) Se f for uma funcao diferencidvel, em algum ponto c € (a,b) tem-se

f(®) = f(a)

1o ==

2. Valor experimental Vocé selecionou na questao anterior, por alguma razao,
um dos itens

(a) wma boa hipdtese para o valor f(0) é

STO) + () 5= s =
b—a b—a
(b) wma boa hipdtese para o valor f(0) é
—a b
@)+ 1) 5= s 1= 2

Faga o grifico de f, escolha a funcao, o intervalo, use gnuplot e experi-
mente as duas hipdteses, analise a decisio que vocé tomou anteriormente
eventualmente alterando-a. Justifique a sua decisao.

3. Tedrica - polinémio do sequndo grau tangente Ezpanda as equagoes (2),
(3) para encontrar as equagoes de uma pardbola (polinémio do sequndo
grau) tangente ao grifico de f, memorizando também a curvatura (se-
gunda derivada)

P(z)=A+ Bz —a) + C(z — a)® (6)

Um polinémio desenvolvido® no ponto © = a. Observe que vocé deve ter-
minar os valores dos coeficientes A, B,C de forma adequada.

4. Tedrica - polinomio do terceiro grau tangente Ezpanda as equagoes (2),
(8) para obter as condigoes que facam de

P(z)=A+ Bz —a)+ C(z — a)®> + D(z — a)® (7)

um polinémio do terceiro grau, tangente ao grdfico de f no ponto (a, f(a)).

Descreva as equagoes para determinarmos os coeficientes A, B,C, D.

[

. Formula de Taylor

(a) Ache o desenvolvimento de Taylor para f(z) = sen(z) no ponto z = 0
de ordem 7 (graw 7) (wm polinomio de grau 7).

(b) Ache o desenvolvimento de Taylor para g(x) = cos(x) no ponto z = 0
de ordem 8 (grau 8), (wm polinomio de grau 8). Analise porque a
diferenca de grau entre esta questio e anterior.

(¢c) Calcule a derivada® de g(x) +if(x), com os polinémios encontrados
no item anterior. Serd que o resultado poderia ser interpretado como
sendo

(9(x) +if (@) = i(g(x) +if (=)
6. Aplicagoes

(a) Calcule o valor aprozimado de sen(0.1) usando a formula de Taylor
de ordem 7. Compare o resultado, indicando o erro ocorrido usando
uma calculadora.

(b) Calcule o valor aprozimado de cos(0.1). Compare o resultado, indi-
cando o erro ocorrido usando uma calculadora.

7. Deriwadas parciais introdugdao tedrica A equagao de plano que passa no
ponto (a,b, c) €, por comparagio com a equagao da reta,

z—c=A(x—a)+ By —b)
z=c+A(x—a)+ By —b)

—_
© oo
= =

2novamente, um polinémio desenvolvidono ponto x = a
30 ntmero i que aparece na expressao abaixo, é apenas um nimero complexo, e as contas

funcionam com eles como com qualquer nimero real, sem preconceitos ou complexos...



(a) Calcule as derivadas parciais de z = f(x,y) na equagio (9).

“e0-

(b) Justifique a afirmagdo sequinte usando os conceitos “tangente”,
eficiente angular” dentro de uma pequena redag¢ao.
Se o plano cuja equagao estd em (8), for tangente ao grifico de uma
fungao no ponto (a, b, f(a, b)) entdo a equagao do plano seria, atuali-

zando os valores de ¢, A, B numa das equagoes (8) ou (9):

z— f(a,b) = A(x —a) + B(y — b) (10)
z=fla,b)+ F@—a)+ 5Ly - (11)

(¢) Considere uma fungao
2= f(x,y) (12)

que seja derivdvel numa vizinhanga do ponto (a,b, f(a,b)). Entdo
ela tem um plano tangente* no ponto (a,b, f(a,b)), semelhante ao
caso da fung¢ao univariada com a reta tangente. Identifique entre
as equagoes a equagao do plano tangente ao grdfico de f no ponto
(a,b, f(a,b)) e justifique sua escolha.

Sabendo que as tazas de variagdo parciais de z = f(x,y) no ponto
(1,2) sao
of _ 5. 9f _

=2 = =
Ox " Oy 3

(d

=

e que f(1,2) = -5
i. Escreva a equagao do plano tangente ao grdfico de [ no ponto
(1,2, f(1,2))

. calcule aprozimadamente
f(1.1,2.1)

(e) Formula de Taylor multivariada de grau 1 Observe que a equagdo do
plano tangente pode ser escrita de forma semelhante d equagao da
reta tangente. Encontre as semelhangas e escreva a féormula de Taylor
multivariada de grau 1. Vocé vai precisar de um produto de matrizes
(jd ouviu falar do gradiente, da jacobiana ?). Em suas justificativas
use estas palavras, gradiente, jacobiana.

8. Polinémio Esta € wma variante do método polinémio de Taylor. Podemos
encontrar wm polinémio que memoriza as informagoes de uma fungao de
forma parecida com o polinomio de Taylor, mas usando informagoes em
dois pontos.

(a) Encontre um polindmio P desenvolvido no ponto x = a tal que
e P(a) = f(a); P'(a) = f'(a)

4Esta afirmacio equivale a dizer que f é derivavel, como no caso univariado dizer que tem
uma reta tangente equivale a dizer que fungao é derivavel

o P(b) = f(b); P'(b) = f'(b)
em que [a,b] é um intervalo em que f estd definida e € derivdvel.
Sugestao: escreva a expressio de um polinémio desenvolvido no ponto
z=a.

(b) Aplicagdo Encontre polinémios tal que

a) P(=3)=3 P/(=3)=-1|
P3)=1 P3)=1 |
b) P(—3)= -3 P(-3)=1
P3)=-3 P'(3)=1

Faga os grdficos destes polinomio.



