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Por favor, prenda esta folha de rosto na sua solucao desta lista,
deixando-a em branco. Ela sera usada na correcao.



Exercicios 1 Aprozimagao Polinomial

1. deriwada algoritmica Considere

P(z) = (= a1)(w — a)(z — az) = I, (z — ax) (1)

Verifique que
3
P'(x) = (z—a1)(z—as)+(z—a1)(z—ag)+(v—as)(w—az) = Y _ Pi(x) (2)
k=1

e indique qual regra de derivacao que foi usada. Escreva as equagdes dos
polinémios Py observando uma relacao entre eles e o polinémio P.

Solugao 1 Como P € um produto de monomios, a sua derivada pode ser
calculada pela regra da derivada do produto.

P(z) = uvw

€ um produto de trés fatores, e neste caso a regra do produto para deri-

vadas fica
(vow)" = (u(vw)) = v/ (vw) + u(vw)’ (3)
(uvw)" = o/ (vw) + u(v'w + vw') = vow + w'w + vow’ (4)
(vow)" = v'vw + w'w + vow’ (5)

Na equagao (3) usamos a propriedade associativa que permite escrever um
produto de trés termos como o produto de dois termos, ao qual aplicamos
a regra do produto habitual. Na equagao (4) aplicamos a propriedade
distributiva do produto em relagdo a soma para obter a exressio da regra
do produto de derivagdo de trés fatores expressa na equagdo (5).

A deriwada de P é uma soma de tré parcelas, em cada uwma delas tendo
sido substituido um dos fatores, sucessivamente, por sua derivada.

Pl(z)=(x—a1)(z—a2)(x —a3) + (x —a1)(x —a2) (x —az) + (6
+(z—a1)(z —az)(x —a3) =
=(x—a)(x—a3z)+(x—a)(x—a3)+ (x —a1)(x —az) =

Pyi(z) + Pa(z) + P ()
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uma soma de produtos de dois termos (falso: sao trés termos, mas um dos
termos € a unidade, a derivada de (x — ay)).

Claro, este € um caso particular. Se os fatores fossem da forma

apl — bk



apareceria, em lugar de cada fator, o coeficiente ay que € a sua derivada.
Neste caso ap, = 1.

Aparentemente dividimos P por cada um dos fatores para obter os termos
com apenas dois fatores, o que nos permite escrever

P(x
xr — ag
e finalmente que
P'(z) = Pi(z) + Pa(x) + P3(x) = (10)
Ple) = 75+ Fa e (1)

2. Tutorial sobre Polinomio de Lagrange

(¢)

(b)
(c)

(d)

(e)

derivada algoritmica Considere

P(x) =II5_; (x — ax) (12)

um polinomio do grau n. Defina

o Verifique que P'(xz) = > Pp(x)
k=1

e Mostre que Py(x) = (f_(fli) é um polinomio de grau n — 1, para
cada k.

o Calcule Py(ax) e Py(a;) com j # k.

Prove que se P for um polinomio definido pela equacao (eq. 12) e as
raizes ay, todas distintas, entdo P’'(ay) # 0 para todo k=1...n

Considere a malha a = a1 < az < -+ < a, = b no intervalo [a,b)].

Defina P como na (eq. 12) e f(z) = > 15"’(51?). Suponha inicialmente
k=1

que n = 3 e calcule

f(al)v f(aQ)v f(a3) (14)
Generalize, para n qualquer, a questdo anterior, calculando
f(al)vf(aa)v"'yf(an) (15)

Verifique que f € um polinémio de grau n—1 e escreva a equacgao de
f-

Polinémio interpolando pontos no plano




1. Considere a sequéncia de nds
{-3,-2.5,—-1.5,-0.5,0.5,1.5,2.5,3} C [-3, 3]

Calcule P definido pela (eq. 12) relativamente a esta malha.
Calcule as derivadas de P em cada um dos pontos da malha.

1. Polinomio de Lagrange Considere os pontos do plano

{(-3,1),(-2.5,0),(—1.5,2),(-0.5,3),(0.5,3),(1.5,1), (2.5, -2),(3,4) }

que sao da forma (x,yx). Defina a fungdo

o) — — yi Py ()
f() Z; Briar) (16)

A. Calcule f(xy), para cada valor de k.
B. Prove que f € um polinomio, de grau n — 1
C. Mostre que o grdfico de f passa nos pontos

{(=3,1),(-2.5,0),(-1.5,2),(-0.5,3),(0.5,3),(1.5,1), (2.5, -2), (3,4) }

(f) Polinémio de Lagrange - caso genérico Considere a malha

a=aqy<a1 <--<ap=>

no intervalo [a,b] e um conjunto de pontos no plano associados a esta
malha;
(alvbl)v(a%b?)v"'7(a‘n7bn) (17)

Defina f como na (eq. 16) f(x) = ”;;f’(’;%). Calcule
h=1

flar), f(az),---, f(an) (18)

Verifique que f € um polinémio de grau n—1 que interpola os pontos
(alvbl)v(a%b?)v"'7(a‘n7bn) (19)

Solugao 2 (a) Como P é um polinomio do grau n fatorado num pro-
duto de n fatores do primeiro grau, entdo, pela regra do produto' de
derivacdo, P’ serd uma soma de n parcelas o que pode ser expresso
como

) =Y Pue) (20)
k=1

em que Py representa uma parcela arbitraria nesta soma de n parce-
las.

Yutug - un) = (Wjug - un) + -+ + (uruz - - - ul,), n parcelas



(b) Pela regra do produto de derivacao, as parcelas na soma

n

P'(z) =) Pi(x)

sao obtidas pela substituicao sucessiva de cada um dos termos no
produto, pela sua derivada.

Como todos os fatores sdo da forma

(x —ag) ; %(x —ag) =1 (21)

entao cada uma das parcelas na soma P’ aparenta ser P dividido por

x — ag, portanto Py(z) = ffz)k )

(¢) Py(x) € o produto de todos os outros fatores em P(x) exceto (x — ay)

Pl(x)zl-(x—ag)---(x—an)
(a1 —az2) -+ (a1 —an) #0

s
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ar) - 1-(z—a3) - (x—ay)
Py(az) = (a2 —a1)-1-(ag —ag)--- (a2 —an) #0

[\)
ot

DO
(=]

Poi(z)=(z—a1)(z —a2) (. — an—2)(x — an)
P_1(an-1) =
= (an—1 —a1)(an—1 —az) - (an-1 — an-2)(@n-1— an)
Py 1(an-1) #0
Pp(z) = (z —a1)(x —az) -+ (z — an—2)(x — an-1)
P(ay) = (an —a1)(an —a2) -+ (ap — an—2)(an — an—1) -1
P,(an) #0

W N DN
oS ©

—_
O — — — — D e T — — — ~—

32
33

N N N N /N /S /N o/ ~—~ ~~ —~

Na equagao (23) todas as diferencas estao calculadas com termos
diferentes, portanto diferentes de zero, pela hipdtese de que todas as
raizes em P sao diferentes.

Sendo Py(a1) um produto de nimeros diferentes de zero nao pode ser
igual a zero, porque se fosse, algum dos fatores teria que se anular.
Da mesma forma, na expressao de Py(as) todas as diferengas estao
calculadas com termos diferentes, portanto diferentes de zero, sempre
pela hipdtese de que as raizes em P sao diferentes. Sendo Pa(a2)
um produto de niumeros diferentes de zero mnao pode ser igual a zero,
porque se fosse, algum dos fatores teria que se anular.

Assim sucessivamente, em Py, _1(a,—1) todas as diferencas no produto
sao diferentes de zero fazendo de P,_1i(an—1) wm ndmero diferente
de zero. O mesmo podendo se dizer de P,(ay,) # 0.



(d) Como se trata de uma malha colocada em um intervalo nao teria
sentido a existéncia de dois nos idénticos. Por hipdtese eles sao
apresentados em forma crescente

a=ay<a; <---<a,=>b (34)

0 que significa que sao as distintas raizes de

P(z) = }_ (z — ax) (35)
Definindo
o« Pl
fl@) = ; Bilar) (36)
temos
_ - Pilay)
f(a’J) - P Pl(ak) (37)

mas ja vimos que se k # j entao Py(a;) = 0 e assim todos os ter-
mos da soma, na da equacdo (37), sdo nulos exceto o termo Pj(a;j),
quando o indice da soma, k, coincidir com o indice de aj, ficando a
soma reduzida a parcela

Py (ar)
P'(a;)

flax) = (38)

Mas o denominador, P’ é uma soma dos polinomios Py, entdo temos,
no denominador da equagdo (38) a soma

> Pi(ay) (39)

k=1

com todos os termos nulos, exceto um, Pj(aj) que transforma a
equacao

Pj(ay)

fla) = 5% =1 (40)

Pj(aj)
e portanto a fungao [ definida pela equagao (36) é constante sobre o
n + 1 nds da malha. Uma funcdo polinomial de grau n — 1 que seja
constante sobre n pontos diferentes, é wma funcdo constante?.

Um polinomio de grau n—1 coincidindo n vezes com a constante 1 é
um polinomio constante. Entao f € a fun¢ao identicamente constante
valendo 1.

flz) =1 (41)

2uma funcdo do primeiro grau que seja constante sobre dois pontos distintos, é constante



(e) Em Calc

define P(x) {return (x + 3)*(x + 2.5)*(x + 1.5)*(x + 0.5)*(x - 0.5)*\

(x - 1.5)*x(x - 2.5)*(x - 3);}
define dP(x) {

local y;
y=(x+ 2.5)*%(x + 1.5)x(x + 0.5)*(x - 0.B)*(x - 1.5)*(x - 2.5)*%(x - 3) + \
y=y+ (x+ 3Dx(x + 1.5)x(x + 0.5)*(x - 0.5)*(x - 1.5)*(x - 2.5)*(x - 3); + \
y=y + (x+ 3)*x(x + 2.5)x(x + 0.5)*x(x - 0.5)*(x - 1.5)*(x - 2.5)*(x - 3); + \
y=y+ (x+ 3)k(x + 2.5)*(x + 1.5)*(x - 0.5)*(x - 1.5)*(x - 2.5)*(x - 3); + \
y=y + (x+ 3*x(x + 2.5)x(x + 1.5)x(x + 0.5)*(x - 1.5)*(x - 2.5)*(x - 3); + \
y=y+ (x+ 3Dx(x + 2.5)x(x + 1.5)*(x + 0.5)*(x - 0.5)*(x - 2.5)*(x - 3); + \
y=y+ (x+ 3Dx(x + 2.65)x(x + 1.5)*(x + 0.5)*x(x - 0.5)*%(x - 1.5)*(x - 3); + \
y=y+ (x+3)*(x + 2.5)x(x + 1.5)*(x + 0.5)*(x - 0.5)*(x - 1.5)*(x - 2.5); + \
return y;
}
A contra-barra serve para eliminar o sinal de fim de linha, quer dizer
que como estd acima, tem uma Unica linha definindo dP(x) para,
Calc.
P(x)=(x+3)*(x+25)* (z+1.5) * (x+0.5) x (x — 0.5) % (x — 1.5) * (x — 2.5) x (v — 3]42)
P'(x) = (43)
=(x+4+25)x(x+15)*(x+0.5)*(z—0.5)*(x—1.5)x(x —2.5) % (z—3)+ (44)
F(x+3)*x(x+1.5)*(x+0.5)x(x—0.5)% (x — 1.5)* (x —2.5) (v — 3) + (45)
+(x+3)* (x+25)*(x+0.5)«(x—0.5)%(x—1.5)* (x —2.5) (v — 3) + (46)
F@+3)*(z+25)*(x+1.5)*(x —0.5) % (x —1.5) % (x — 2.5) * (v — 3) + (47)
+(x+3)* (x+25)x(x+1.5)x(x+0.5) % (x — 1.5) * (x —2.5) x (v — 3) + (48)
+(x+3)* (x+25)x(x+1.5)x(x+0.5) % (x —0.5) * (x —2.5) x (v — 3) + (49)
F@+3)*(z+25)x(x+1.5)«(x+0.5) % (x —0.5) * (x — 1.5) * (x — 3) + (50)
+(@+3)*(x+2.5)*(x+1.5) % (+0.5) (. —0.5) * (x — 1.5) * (x — 2.5) (51)
P'(—3) = —974.53125; P'(—2.5) = 330; P/(—1.5) = —162; . .. (52)
(53)

As derivadas alternam de sinal porque o polindmio P corta o eixo

OX sucessivamente em cada um dos zeros.

(f)
f(x)

3. Encontre o polinomio de Lagrange interpolando os pontos

(=5,-3),(-3,0),(0,-7),(1,-3),(3,2),(7,9), (10, -3)

e calcule a sua integral no intervalo [—5,10].

(54)

(55)



Solucao 3 Vou apresentar, na parte final da solu¢ao um meio de cdlcular
a integral formalmente, deizando-a apenas proposta, para depois ser cal-
culada aprorimadamente como aplicacdo do que serd estudado no prérimo
capitulo.

Aplicando o método exposto no tutorial exercicio (2), temos, usando Calc

a0=-5; al = -3;a2=0; a3 = 1;a4=3; ab =7;a6 = 10;

y0=-3; y1 = 0;y2= -7; y3 = -3;y4=2; yb =9;y6 = -3;

define P(x) A{return (x-a0)*(x-al)*(x-a2)*(x-a3)*(x-ad)*(x-ab)*(x-ab6);}
define PO(x) {return (x-al)*(x-a2)*(x-a3)*(x-ad)*(x-ab)*(x-a6);}

define P1(x) {return (x-a0)*(x-a2)*(x-a3)*(x-ad)*(x-ab)*(x-a6);}

define P2(x) {return (x-a0)*(x-al)*(x-a3)*(x-ad)*(x-ab)*(x-a6);}

define P3(x) {return (x-a0)*(x-al)*(x-a2)*(x-ad)*(x-ab)*(x-a6);}

define P4(x) {return (x-a0)*(x-al)*(x-a2)*(x-a3)*(x-ab)*(x-a6);}

define P5(x) {return (x-a0)*(x-al)*(x-a2)*(x-a3)*(x-a4d)*(x-a6);}

define P6(x) {return (x-a0)*(x-al)*(x-a2)*(x-a3)*(x-a4d)*(x-ab);}

define dP(x) {return PO(x)+ P1(x)+P2(x)+ P3(x)+ P4(x)+ P5(x)+ P6(x);}
define f(x) {local y;

y = yO0xP0(x)/dP(a0) + y1xP1(x)/dP(al) + y2%P2(x)/dP(a2);

y =y + y3xP3(x)/dP(a3)+y4*P4(x)/dP(a4)+y5*P5(x)/dP (ab)+y6*P6(x) /dP (ab) ;
return y; }

define df (x) {local delta = 0.0000001; return (f(x+delta)-f(x))/delta;}

dados = fopen("dados", "w");
fclose(dados);

define cria_dados(inicio, fim) {

local delta = 0.1;

dados = fopen("dados", "w");

while(inicio <= fim){

fprintf(dados, "%f %f %f \n", inicio, f(inicio), df(inicio));
inicio = inicio + delta;

}

fclose(dados);

}

transfere = fopen("transfere", "w");

fclose(transfere);

define cria_comandos(){

transfere = fopen("transfere", "w");

fprintf (transfere, "set title \"meus graficos - polinomio de Lagrange\" \n");
fprintf (transfere, "set pointsize 0.1 \n");

fprintf (transfere, "set terminal jpeg \n");

fprintf (transfere,"set output \"grafico.jpg\" \n");



fprintf (transfere, "plot \"dados\" with lines, O with lines \n");
fprintf (transfere, "pause -2");
fclose(transfere);

}

Ezecutando estes comandos dentro de calc ird produzir o arquivo dados
com uma tabela de pontos para gnuplot ou para meu programa aproximacao.c
que me permitird calcular também a integral aprorimada do polinémio de
Lagrange (feito ao final). Defini a deriwada do polindmio de Lagrange
aproximadamente para produzir a informacdo que necessito para cons-
trug¢ao de quase-splines. Vocé pode omitir este dado quando executar em
calc, mas gnuplot ird ignorar a terceira coluna de de dados. O arquivo
transfere contém os comandos para que gnuplot faca o grdfico. Edite
a linha que contém o comando terminal se desejar produzir outro tipo de
grdfico, como se encontra acima ird produzir uma grafico do tipo jpeg que
serd colocado no arquivo grafico.jpg controlado pelo comando ouput na
prozima linha.

Usando o help do gnuplot vocé pode selecionar outros tipos de terminais
e definir outros tipos de figuras.

Antes de chamar gnuplot para produzir o grdfico, edite o arquivo dados
porque calc coloca o sinal de aproximagdo antes de valores do tipo £loat,
use o comando de busca e substituicao do editor para eliminar este simbolo
que ird confundir gnuplot. Se vocé ndo fizer isto o grdfico lhe parecerd
sem sentido.

Foi usando este método que produzi o grdfico na figura (fig. 1) pdgina 10,
que mostra o Polinomio de Lagrange que interpola os pontos dados.

A figura (fig. 2) pdgina 11, apresenta wma compara¢do entre o polinémio
dito de Lagrange e um quase-splines usando a mesma malha (tanto para
o polinémio de Lagrange como para o quase-splines). Os dados usando
para representar a derivada do polinémio de Lagrange foram obtidos com
a derivada aprorimada definida acima, em calc.

Na figura (fig. 8) pdgina 12, vocé pode ver outro grdfico comparativo, pro-
duzido por um programa em C em que inclui mais alguns pontos na malha
usando a expressao do polinomo de Lagrange e calculando a deriwvada do
mesmo polindémio com quocientes de diferencas.

O programa exer06.calc tem o cddigo do Calc com o qual vocé pode
repetir estas experiéncias. O programa ex0732.c constrdi quase-splines
com uma malha arbitrdria que pode ser fornecida usando um arquivo em
disco, nome default leitura, que vocé pode editar para incluir mais pontos
na malha. Para isto vocé pode usar o programa exer06.calc para obter
os dados do polinomio de Lagrange e depois editar o arquivo leitura
para utlizar com ex0732.c. Tenha o cuidado de trocar o nome do arquivo
produzido por um dos programas, que € sempre “dados” e depois edite o
arquivo “transfere” para obter o grdfico com gnuplot e rode



grafico do polinomio de Lagrange
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Figura 1: Polinémio de Lagrange

gnuplot transfere
para obter o grdfico comparativo.

Obviamente que existe um furo légico nesta comparacao, ela somente se-
ria aceitavel se acompanhassemos usando o chamado método de Lagrange
com o mesmo refinamento da malha, e aqui € que podemos ver a agili-
dade do método com quase-splines, se refinnarmos a malha de pontos para
obter o chamado polinomio de Lagrange, o grau do polinémio aumenta
acompanhando o numero de pontos da malha e isto o vai tornar compu-
tacionamente inefetivo, enquanto que os quase-splines continuardo com a
mesma efetividade jd que o grau dos pedagos continuard o mesmo, trés.

O calculo da integral do polinémio de Lagrange

O polinomio dito de Lagrange pode ser visto como

f@) = 3 s (56)

fl@) =2 apPu() (57)
k=1

ap = —P,?f;k) = Pk?(;k) (58)

portanto
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Figura 2: GrAjfico comparativo quase-splines e pol de Lagrange

b
[ s -

e aqui temos dois meios simples de calcular esta integral (aproximada-
mente):

n

k=1

b
ak /Pk (z)dx (59)

b

o Calculamos as integrais [ Pi(x)dz e fazemos a combinagdo linear
a
indicada na equagao (59).

o Usamos um método de cdlculo aproximado da integral diretamente

com as expressoes dos polinomios Py calculando depois a combinagdo
linear indicada na equagdo (59).

Para o efeito desta lista, quem tiver expresso corretamente a integral sem
a efetuar, eu vou considerar “aceitdvel”.

A integral do polinémio dito de Lagrange, que interpola os pontos

(=5,-3),(=3,0),(0,-7),(1,-3),(3,2),(7,9), (10, -3) (60)

serd



grafico do pol de Lagrange com quase-splines - matha 0.1
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Figura 3: com uma malha mais fina, quase-splines e pol de Lagrange

/f(x)dm = apP(zx) ~ 25.10139 (61)
o k=1

com o valor de oy, = P;ffkk-) calculado acima.

Esta integral, calculada com o programa aproximacao.c, usando a cons-
trugcao do Polinémio dito de Lagrange feita com o programa calc para ob-
ter os valores do polinémio no intervalo [—5,10] com wma malha uniforme
de norma 0.2 e usando derivada aprozimada (quociente de diferengas) com
0 = 0.000001 me deu o valor

> arP(xx) ~ 36.08160 (62)
k=1

Usando 0.1 como norma da malha eu obtive o valor aprorimado 36.08143
para esta integral.



