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Exercicios 1 Extremos de fungoes e seus grdficos , )

Aplicagao da determinagdo aproximada das raizes, aplicacao do diferencial e 0 programa deve procurar os pontos em que f'(x)0 nestes inter-

total para determinagao de curvas de nivel (aprozimadamente). valos.

Rodando o programa exer05.01. c que vocé pode encontrar na pdgina
de downloads do Curso de Matemdtica, [19], obtive os sequintes re-
Onde a derivada de wma fungdo se anular, ai se encontram, possivelmente, sultados

o0s extremos (mdzimo ou minimo) da fungdo.

Considere f(z) = m}fijf) z € [~10,10]

1. Derivada e extremos

na parte negativa do eixo 0X

(a) Calcule sua derwada e encontre os intervalos onde ela troca de sinal.

-10. 2 -9.2831
Determine com um erro menor do que 0.01 as raizes da derivada. [-10.853982 , -9.283185)

Ponto de minimo [-10.670276, -10.670266] df (-10.670276) = -0.000434

Solugao 1 [-7.712389 , -6.141593]
. o Ponto de méximo [-7.454710, -7.454700] df(-7.454710) = 0.000336
() = cledBUie ) tooin(e4s) ©) [-4.570796 , -3.000000]
. Ponto de minimo [-4.142816, -4.142806] df (-4.142816) = -0.000084
fl(x)=0 = h(z)=cos(x+3)(1+2%) —2zsin(z+3) (2) [_2“4;923411‘111;'“1)41593]
u(@) =sin(z +3) ; v'(z) = cos(z +3) ®) Ponto de maximo [-0.680058, -0.680048] df(-0.680058) = 0.000005
o(x) =1+2%; v'(x) =2z (4) na parte positiva do eixo OX
S =l ®) [0.141593 , 1.712389]
F(2) (m)1;’58)7:(¢§3)v (x) ©) . , 1.

Ponto de minimo [0.928368, 0.928378] df(0.928368) = -0.000006
[3.283185 , 4.853981]
Ponto de maximo [4.449687, 4.449697] df (4.449687) = 0.000084
[6.424778 , 7.995574]
: Ponto de minimo [7.746891, 7.746901] df(7.746891) = -0.000177
Para determinacio dos pontos em que f'(z) =0 observe que [9.566371 , 11.137167]

e p tem o mesmo sinal de x sendo negativa quando x < 0 e positiva Ponto de maximo [10.958097, 10.958106] df (10.958097) = 0.000391

quando x < 0;

A expressao obtida na equagdo 1 é mais prdtica para usar em cdlculos
manuais, enquanto que a expressio na equagio (6) (derivada al-
goritmica) é prépria para ser usada em programas de computador.

A fungao h é sempre negativa a esquerda da reta v = km —3 o
periodo de h sendo 7 ela serd negativa na primeira metade de
cada intervalo

I

<

Encontre também com erro menor do 0.01 as raizes de f.

Solugao 2 Altere o programa exer05.01.c para obter estas raizes.
[ —3 = 2o km =3+ 2] = [(2k = )3 =3, @k +1)T —3] (7) g

2

(¢) Usando estas informagoes (justificamente) faga um esbogo grifico de
para achar estes “meios sub-intervalos” podemos fazer a média f (a mao).
entre os extremos ~ . . . .
Solugao 3 corrija usando o grdfico feito por Gnuplot, mas as jus-
(2k-1)5 -3+ (2k+1)5 -3 4k5 -6 k=3 (8) tificacoes que vocé oferecer é que vio indicar se vocé sabe resolver a
2 - 2 - questao.




(d)

Compare com o grifico feito por Gnuplot e corrija os seus cdlculos
se for necessdrio.

2. Reta secante e zeros Suponha que uma fungdo continua troque de sinal no
intervalo [a,b]. Considere que 1 € o zero da reta secante que passa nos
pontos

(a)

()

(a, f(a)) (b, (1))

Use um grdfico e se convenc¢a de que x1 € uma aprozimagdio da raiz
de f e justifique.

Solugao 4 Como f € continua, se f(a)f(b) < 0 entdo existe um
ponto x ; x € [a,b] ; f(x) = 0 porque uma fungdo continua assume
todos os valores intermedidrios (€ isto que significa ser continua, ndo
dd saltos). Esta afirmagdo € conhecida com o nome de teorema dos
valores intermedidrios para uma fungao continua.

A negativa desta afirmagdo conduz a conclusio que o valor inter-
medidrio, 0 nao seja assumido e portanto f nao satisfaz ao teorema
dos valores intermedidrios para uma fungao continua.

Como uma reta € um grdfico de uma fungdo continua, e se a reta
passa pelos pontos (a, f(a)), (b, f(b)) entdo ela troca de sinal no in-
tervalo [a,b portanto tem o seu unico zero neste intervalo.

Definigao 1 Zero aprozimado de uma fun¢io Qualquer ponto de um
intervalo em que uma fungao f trocar de sinal é um zero aproximado
de f. A medida de precisio deste zero é a medida do intervalo b— a.
Se esta medida for grande vocé obteve um zero com baiza precisao.

Prove que se f troca de sinal no intervalo [a,b] e z1 € [a,b] z1 for o
zero da reta secante que passa nos pontos

(a, f(a)), (b, £(b))
entao uma das afirmagoes sequintes deve € verdadeira € verdadeira:

o f troca sinal em [a,x1]

o f troca sinal em [x1,b]
No caso verdadeiro verifique que nova reta secante pode ser tragada
determinando assim wm novo zero aprorimado, chame-o xs.
Solugao 5 Suponha a afirmacao contrdria:
f ndo troca sinal no intervalo [a,x1] e nem em [x1,b].
Entdo, digamos f € positiva no intervalo [a,x1] e portanto no ponto
1. Como [ também ndo troca de sinal em [x1,b], entao f(b) tem o

mesmo sinal que f(x1) que é o mesmo sinal que f(a) e portanto os
sinais de f(a) e f(b) sdo iguais o que contradiz a hipdtese inicial.

Esta é uma demonstrag¢ao por absurdo que alguns matemdticos logicos
consideram inaceitdveis... de fato elas sao dificeis de serem aceitas,
inicialmente.
Entao um dos casos € verdadeiro:

o [ troca sinal em [a,z1)

o f troca sinal em [x1,b]
Com isto descobrimos um intervalo de medida menor que o intervalo
original, digamos [a,x1], em que f troca sinal. Aplicando o que estd
dito acima, por exemplo o teorema dos valores intermedidrios para
uma fungao continua, sabemos que neste novo intervalo f tem um
zero aprozimado, e como a medida do novo intervalo é menor, usando
a defini¢ao que fizemos acima de ‘“zero aproximado” temos agora um
novo zero com melhor aproxrimagao. Eo ponto x2 e podemos agora
dizer

e b=u

o [ troca sinal em [a,x2)

o f troca sinal em [z, D]

Este processo conduz uma sucessao

T1, L2540, Tn (11)

em que x; se encontra num intervalo de menor medida que x;—1 sendo
portanto wm zero com melhor aproximagdo que zero x;_.

Como é uma sucessdo com um nimero infinito de termos, e limitada,
entdo esta sucessio tem um limite (pode ter vdrios limites)'.

Repita o processo descrito acima para encontrar uma sucessao
T3, T4, T5,T6

de zero aprozimados para f. Escreva a férmula para z, neste algo-
ritmo.

Solugao 6 Partimos da afirmagdo de que descobrimos um intervalo
la,b] em que f trogue de sinal. A equagdo da reta secante é

my = 11 (12)
=

y=fla)+m(z—a)y=0 f(a) + m(z —a)=0 (13)

T =a+ % (14)

suponha que f troque de sinal em [a, x1) (15)

uma das razoes disto é porque este método nao conduz a todos os zeros que f pode ter no
intervalo inicial, a sucessdao tem o que chamamos um ponto de acumulagao, que sendo unico
é o limite



— 2] (16)
repita o processo com [a,b] = [a, z1] (17)
T2 =a+ %‘? (18)

(19)

Ty =a+ tfb“) (20)

(21)

Observe que as varidveis a,b adquirem novos valores em cada passa-
gem do algoritmo. Desta forma o algoritmo deve ser escrito assim:

m= f(bg:i(d) (22)
y=fl@)+mz-a)y=0fla)+mz—a)=0  (23)
e=a+ 1 (24)

seja [a,b] o intervalo em que f troque sinal (25)
repita o processo com os novos valores de a,b,m (26)
27)

(d) Descreva, de forma algoritmica (escreva um programa), o método

para calcular aprozimadamente uma raiz de f no intervalo [a, b] usando
esta sucessao de secantes e de raizes das secantes.

solugdo feito na questdo anterior.

(e) Use o método da secante para encontrar os zeros de f' se

F(x) = sen(z)/(1 + 27)

com erro menor do que 0.01.

Solugao 7 Rodando o programa exer05.02.c que se encontra na

pagina encontrei

[-12.566371 , -9.424778]
raiz aprox da derivada no
df (-10.814216) = 0.000030
[-9.424778 , -6.283185]
raiz aprox da derivada no
df (-10.814216) = 0.000030
[-6.283185 , -3.141593]
raiz aprox da derivada no
df (-10.814216) = 0.000030
[-3.141593 , 0.000000]
raiz aprox da derivada no
df (-10.814216) = 0.000030

intervalo -12.566371 -9.424778 eh -10.814216

intervalo -9.424778 -6.283185 eh -10.814216

intervalo -6.283185 -3.141593 eh -10.814216

intervalo -3.141593 0.000000 eh -10.814216

[0.000000 , 3.141593]

raiz aprox da derivada no intervalo 0.000000 3.141593 eh -10.814216
df (-10.814216) = 0.000030

[3.141593 , 6.283185]

raiz aprox da derivada no intervalo 3.141593 6.283185 eh -10.814216
df (-10.814216) = 0.000030

[6.283185 , 9.424778]

raiz aprox da derivada no intervalo 6.283185 9.424778 eh -10.814216
df (-10.814216) = 0.000030

[9.424778 , 12.566371]

raiz aprox da derivada no intervalo 9.424778 12.566371 eh -10.814216
df (-10.814216) = 0.000030

[12.566371 , 15.707963]

raiz aprox da derivada no intervalo 12.566371 15.707963 eh -10.814216
df (-10.814216) = 0.000030

3. Busca bindria. Este método oferece uma alternativa poderosa ao método
da secante. Na descri¢do feita no exercicio no. 2, substitua no célculo
do zero da reta secante o ponto x1 € o ponto médio do intervalo [a,b] e
sucessivamente x1 serd o ponto médio de um dos intervalo [a,z1] ou [x1,b]
conforme haja troca de sinal.

Use o método de busca bindria para encontrar os zeros de f' se

f(@) = sen(x)/(1 +2?)

com erro menor do que 0.01.

Solugao 8 O programa exer05.03.c faz buaca bindria. Veja a diferenga
comparando com o programa exer05.02.c. Usando este programa que faz
20 iteragoes obtive

[-12.566371 , -9.424778]

raiz aprox da derivada no intervalo -12.566371 -9.424778 eh -10.814214
df (-10.814214) = -0.000195

[-9.424778 , -6.283185]

raiz aprox da derivada no intervalo -9.424778 -6.283185 eh -7.600879
df (-7.600879) = -0.000040

[-6.283185 , -3.141593]

raiz aprox da derivada no intervalo -6.283185 -3.141593 eh -4.296569
df (-4.296569) = -0.000005

[-3.141593 , 0.000000]

raiz aprox da derivada no intervalo -3.141593 0.000000 eh -0.798015
df (-0.798015) = 0.000006

[0.000000 , 3.141593]

raiz aprox da derivada no intervalo 0.000000 3.141593 eh 0.798015



>

df (0.798015) = 0.000006

[3.141593 , 6.283185]

raiz aprox da derivada no intervalo 3.141593 6.283185 eh 4.296569
df (4.296569) = -0.000005

[6.283185 , 9.424778]

raiz aprox da derivada no intervalo 6.283185 9.424778 eh 7.600879
df (7.600879) = -0.000040

[9.424778 , 12.566371]

raiz aprox da derivada no intervalo 9.424778 12.566371 eh 10.814214
df (10.814214) = -0.000195

[12.566371 , 15.707963]

raiz aprox da derivada no intervalo 12.566371 15.707963 eh 13.995942
df (13.995942) = -0.000294

. Anlise de algoritmo. Coloque um contador nos programas que vocé tiver

usado para os método da secante e da busca bindria e faga um relatério
comparativo dos métodos com o nimero de iteradas necessdrias em cada
método para obter a precisao estipulada. Conclua se um dos métodos é
mais efetivo e justifique sua conclusdo com os dados estatisticos produzi-
dos.

. Resolvendo F(z,y) = c. Considere uma fungao numa regiao retangular do

plano onde ela estd definida e é continuamente derivdvel.

(a) Descreva como podemos fazer uma varredura desta regiao retangular
para determinar uma famdia finita de solu¢ées da equagao (curva de
nivel) F(x,y) = c. Escreva o algoritmo.

(b) Melhore o algoritmo com uma varredura fina a partir de cada inter-
valo onde houve uma solugdo afima de produzir uma solu¢io mais
precisa.

(¢) O problema F(x,y) = c¢ € uma curva de nivel. Encontrada wma
solugdo por varredura, podemos usar a equacao reta dedutivel do di-
ferencial total

dz=0= (g—ider(;—de
substituindo
m=—9 ‘Z—g (28)
de:=z—a (29)
dy:=y—>b (30)
y=b+m(z—a) (31)

em que (a,b) é uma das solugoes aprozimadas encontrada por varre-
dura. Descreva como podemos calcular uma poligonal que represente

uma solugao aprozimada do problema F(z,y) = c. Veja na figura (1)
pdgina 8,

F(a,b)=c

y-b=m(x-a)
m =h’(a)

F(x,y)=c

Figura 1: A reta tangente no ponto

Veja wm exemplo de poligonal, com baiza aprozimagao na figura (2)
pagina 8,

comparando poligonais - 1ado 0.1 @ fado 1

Figura 2: Poligonal - solugio aproximada - curva de nivel

(d) Encontre a curva de nivel (faga um grdfico)

243y +yt=5

Solugao 9 O programa curvanivel02.c que se encontra na pagina
de downloads resolve esta questdo. Leia o programa.
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